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Eloszo

Tobb mint tiz év telt el azota, hogy a Nemzeti Kozszolgalati Egyetemen,
pontosabban egyik elddintézményében, a Zrinyi Mikldés Nemzetvédelmi
Egyetemen egyetemi jegyzet késziilt a miiszaki mechanika témakorében,
azon belil is statikabol.

Ez id6 alatt nemcsak az ebben a témakorben targyalt jelenségeknek,
miiszaki megoldasoknak jelentek meg ujabb alkalmazasi teriiletei, hanem
az egyetemi képzésben is tobb valtozas tortént. Mivel 0j szakokon 1j tar-
gyak oktatasa folyik, a valtozd tantargyi kovetelményekhez az oktatasi
anyagoknak is igazodniuk kell. Ennek a célnak kivan megfelelni a jegyzet,
amely — céliranyosan — az NKE Hadtudomanyi és Honvédtisztképz6 Karon
a katonai logisztika BSc szakon oktatott Mechanika I. kurzus tananyagat
foglalja magaban. Az itt targyalt ismeretek alapos, készségszintii elsajati-
tasa elengedhetetlen nemcsak a raépiilé Mechanika 1l. kurzus anyaganak
megértéséhez ¢és alkalmazasahoz, hanem a késébbickben a szakmai tar-
gyakhoz is. A megkozelités elméleti jellegll, az itt levezetett sszefliggések
alkalmazasat kiilon példatar segiti.

A jegyzet feltételezi a differencial- és integralszamitas alapvetd ismeretét,
a vektoralgebra szilikséges Osszefiiggéseit azonban bemutatja. A leglénye-
gesebb angol szakkifejezések nemcsak elsé szovegkozi eléfordulasukkor
jelennek meg, hanem Osszegytijtve is megtalalhatok a jegyzet végén.

Budapest, 2019. 03. 17.

Dr. T6th Bence






1. Fizikai mennyiségek

A fizikai mennyiségeknek harom alapvetd tipusa létezik: skalar-, vektor-
és tenzormennyiségek. Mivel ez utobbiakra csak a szilardsagtan targya-
lasakor lesz sziikség, ebben a fejezetben csak az elsé kettérdl adunk révid
Osszefoglalast. E16szor azonban definialni kell, pontosan mit is értiink fizikai
mennyiség alatt.

1.1. Az SI-mértékegységrendszer

A mérés mindig 6sszehasonlitassal, egy referenciahoz vald viszonyitassal
torténik. Ez az alapja az olyan 6si mértékegységeknek is, mint a hiivelyk, a 1ab
vagy a yard, amelyek a mérést végz6 embernél mindig ,,kéznél levd” segéd-
eszk6zok voltak: hiivelykujja, talpa, kinyujtott karja, amelyekhez a mérendé
hosszusagot viszonyitotta. Azonban ezek mérete minden embernek mas
¢és mas, ezért felmeriilt az igény a sztenderdizalasra, amelynek egyik elsé
1épését 1. Henrik angol kiraly tette meg, miszerint egy yard az § orranak
hegyétdl a kinyujtott karja végéig terjedd hossz.

A manapsag altalanosan hasznalt mértékegységrendszer alapjait a fran-
cia forradalom teremtette meg: a Nemzetgyilés a Francia Tudomanyos
Akadémia javaslatara kidolgoztatott egy decimalis alapti mértékegységrend-
szert. A méter, bar definicid szerint a Parizson athalado délkor 1/40 000-ed
része, a valésagban egy sargaréz rud volt, amelyet a Konvent 1795. augusz-
tus 1-jén fogadott el. Egy masik alapegység, a kilogramm neve eredetileg
a gravitaciora utald grave volt, amelyet azonban megvaltoztattak, mivel
ez a sz6 grofot is jelentett franciaul, és az, hogy az egyik mértékegység
»hemesebb” legyen a tobbinél, §sszeegyeztethetetlen volt a forradalmi esz-
mékkel. Az egység Gij neve a kilo- elétaggal ellatott gramm lett. Az 1799-ben
elfogadott definicio szerint ennyi 1 dm? +4°C-os viz tomege.

1899-ben az 1. Altalanos Stly- és Mértékiigyi Konferencian Parizsban
egy Pty Ir,  Osszetételli 6tvozetbdl allo rud hosszat €s egy ugyanilyen 6tvo-
zetbol készitett henger tomegét fogadtak el a korabbi meghatarozasok helyett
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alapegységnek. Magat az SI-mértékegységrendszert a 11. Altalanos Suly-
és Mértékiigyi Konferencia fogadta el 1960-ban. Azota elnevezés- és jelolés-
beli korrekciok mellett két Iényeges valtozas tortént: a méter definicidja ma
mar a fénysebességhez van kotve. Eszerint egy méter az a tavolsag, amelyet
a fény vakuumban 1 /299 792 458 masodperc alatt megtesz. Ezzel a fény-
nak fizikai allandokhoz vald kotése is megtortént egy kvantummechanikai
konstans, az ugynevezett Planck-allando értékének definialasaval. igy 2019.
majus 20. 6ta a tomeg alapegységét ezen konstans, a masodperc és a méter
segitségével definialjuk.

Magyarorszagon 1980. januar 1-jét6l kotelezd az SI-rendszer hasznalata
a 8/1976. (IV. 27.) MT rendelet, illetve a 127/1991. (X. 9.) Korm. rendelet
1. szamu melléklete (megallapitotta a 182/2009. (IX. 10.) Korm. rendelet
24. § (6), 1. szamt melléklete, hatalyos: 2009. X. 1-t6l) alapjan.

1.1.1. A fizikai mennyiségek felépitése

Az egyes fizikai mennyiségek méréséhez tehat egységeket kell valasztani,
legyen bar az az uralkodo fizikai valdja vagy a valds fizika egy allanddja.
Ezutan minden mérend6t ehhez viszonyitunk.

Ha egy kotélre kétszer fér ra a méterrtd (legyen bar maga a ,,méter”
definicioja egy absztrakt koncepcio), akkor a kotél hossza két méter. Ha
egy ember magassaga a méterrud 1,73-szorosa, akkor a magassaga 1,73 m.
A mennyiségek tehat két részbdl allak: egy mértékegységbdl, amelyhez viszo-
nyitunk, és egy mérészambol, amely azt mutatja meg, hogy amit mériink,
az az etalonnak hanyszorosa.

Mennyiségeink felépitése tehat: mérészam + mértékegység.

Ebbdl kovetkezéen ugyanannak a mérendd objektumnak mas lesz
amérdszama, ha mas egységben mérjiik. Egy (osztrak) réf példaul 2,47 1ab
vagy 30,71 hiivelyk, ami 0,78 méterrel egyenlé. De még egyazon mérték-
egység is orszagonként mas és mas volt, st r6fbdl csak Magyarorszagon
legalabb otféle 1étezett. A ,,méter” vagy a ,,kilogramm” fogalom alatt azonban
mindenhol ugyanazt értik, még az SI-rendszert be nem vezetett USA-ban
is, mivel az ott hasznalatos yard definicid szerint pontosan 0,9144 méter,
¢és a font (az ugynevezett Avoirdupois pound) pontosan 0,45359237 kilo-
gramm. A tobbi tavolsag- és tomegegység is ezek tobbszordseiként van
meghatarozva.
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1.1.2. Alapmeértékegységek

Az Sl-rendszer hét alapmennyiségre épiil, amelyek kombinaciojaval barmely
fizikai mennyiség mértékegysége kifejezhetd. Ezek a kovetkezok:

mennyiség mértékegységének
neve jele neve jele
hosszlisag ¢ méter m
tomeg m kilogramm kg
1d6 t masodperc ]
aramerosség | amper A
homérséklet T kelvin K
anyagmennyiség n mol mol
fényerésség I, kandela cd

Ezek kozott ugyanakkor csak harom teljesen fiiggetlen van: a kilogramm,
amasodperc és a kelvin, mivel a méter definicioja felhasznalja a masodpercet
(a fénysebességen keresztiil, ahogy ezt mar korabban lattuk), az amperé
a masodpercet, a métert és a kilogrammot, a molé a kilogrammot és a kan-
delaé a masodpercet, a métert és a kilogrammot.

Az Gjabb mértékegységeknek szokas hires fizikusok nevét adni. Igy
lett az aramerdsség mértékegysége amper André-Marie Ampére, francia
fizikus és matematikus el6tt tisztelegve, vagy a kelvin William Thomson,
Kelvin 1. baroja utan elnevezve.

Az alapmennyiségek mellett 1étezik még két, ugynevezett kiegészitd
mennyiség:

mennyiség mértékegységének
neve neve jele
sikszog radian rad
térszog szteradian sr

1.1.3. Szarmaztatott mértékegységek

Az alapmértékegységekkel tehat minden mas, az adott objektumot jellemzd
mennyiség mértékegysége kifejezhetd. Példaul annak a mértékegysége, hogy
egy hullam masodpercenként hanyat rezeg, azaz hany periodust tesz meg
egységnyi id6 alatt (amely mennyiséget frekvencianak nevezziik), az 1/s.
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A gyakorlatban azonban ennek (és sok masiknak) az egyszertség kedvé-
ért szintén nevet adtak. A frekvencia mértékegységét hertznek nevezziik,
amely ugyanugy 1/s-ot jelent, a két mértékegység szinonim, mégis a hertz
az altalanosan hasznalt. A bonyolultabbak esetében ez érthetd is a jelolés
konnyebbsége miatt. Azonban fontos tudni, hogy mindegyik szarmaztatott
mennyiség egyértelmiien felirhato a hét alapmértékegység segitéségével is,
példaul 1 tesla ugyanazt jelenti, mint ha azt irnank, hogy 1 kg s A™'. Ezen
mértékegységek is szinte kivétel nélkiil hires tudosokrol lettek elnevezve:

mennyiség mértékegységének ,kif,ej ezése'
alapmértékegységekkel

neve jele |neve jele
frekvencia v hertz Hz s!
erd F newton N kg m s
nyomas p pascal Pa kgm's? =Nm?
energia, munka E,W |joule J kg m? s =Nm
teljesitmény P watt W kg m? s =Js!
elektromos toltés Q coulomb |C As
elektromos fesziiltség |U volt \Y% m’kgs?A! |=JC!
elektromos ellenallas |R ohm Q m?kgs?A? |=VA'
elektromos o siemens |S s A’m?kg! [=AV!
vezetoképesség
kapacitas C farad F s*A’m?kg! |[=CV!
magneses indukcid B tesla T kgs? A =Vsm?
magneses fluxus D weber Wb m?kgs? A |=Vs
induktivitas L henry H m?kgs?A? [=VsA'
fényaram D, lumen Im cd sr
megvilagitas E, lux Ix cd sr m?
aktivitas A becquerel |Bq s
elnyelt sugardozis D gray Gy m? s =Jkg'!
dozisegyenérték H sievert Sv m? s~ =Jkg'!
katalitikus aktivitas |U katal kat mol s

1.1.4. Prefixumok

Altalaban arra szoktunk torekedni, hogy a mennyiségeink mérészamai 0,1 és
10 000 kozé essenek. Sok esetben ez azonban nem lehetséges, ezért vezették
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be az ugynevezett prefixumokat, amelyek jelét a mértékegységek jele elé,
azzal egybeirva azok tobbszoroseit fejezhetjiik ki. Egy kilométer (1 km)
tehat egyszer ezer méter. Az Sl-prefixumok a kovetkezdk (gor.: a gordg,
lat.: a latin, sp.: a spanyol, dan: a dan nyelvbdl ered):

jel név SZOrz6 etimolégia
Y yotta- [ 10* oKt®, oktd, gor. ,,nyolc” / octo, lat. ,,nyolc” (1000%)
Z zetta- | 10% ra, dzéta, gor. ,,hét” (10007)
E exa- 108 £Ea, hexa, gor. ,,hat” (1000°)
P peta- 10 névte, pénte, gor. ,,6t” (1000°)
T tera- 10" tépag, térdsz, gor. ,,szorny”
G giga- 10° viyag, gigdsz, gor. ,,0rias”
M mega- | 10° uéyog, megasz, gor. ,,nagy”’
k kilo- 10° xihow, khilioi, gor. ,ezer”
h hekto- | 10> gxatdv, hekaton, gor. ,,szaz”
da deka- 10 déka, déka, gor. ,tiz”
d deci- 10! decimus, lat. ,tized”
c centi- 102 centum, lat. ,,sz4z”
m milli- 103 mille, lat. ,,ezer”
n mikro- |10 wkpog, mikrosz, gor. ,kicsi”
n nano- 107 vavog, nanosz, gor. ,,térpe” / nanus, lat. ,,torpe”
p piko- 1012 pico, sp. ,.kevés”, ,,csucs”
f femto- |10 femten, dan ,,tizenot”
a atto- 108 atten, dan ,,tizennyolc”
z zepto- | 102! septem, lat. ,,hét” (10007)
y yocto- |10 okT®, oktd, gor. ,,nyolc” / octo, lat. ,,nyolc” (1000-%)

A tera- prefixum neve tehat gorog eredeti, nincs koze a latin terra, ,,f61d”
szohoz.

A hekto-, deka-, deci-, centi- prefixum csak meghatarozott mennyi-
ségek elott hasznalhatd, a tobbi barmelyik el6tt.

1.2. Skalarmennyiségek

Az 1.1.3. alfejezet felsorolasaban a szarmaztatott mennyiségek jele néhol
délt, néhol félkovér betit volt. Ezzel kiilonboztetjiikk ugyanis meg, hogy
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az adott mennyiség skalaris vagy vektorialis. A skalarokat jeloljiikk dolt,
a vektorokat félkovér betiikkel.

Skalaroknak azokat a fizikai mennyiségeket nevezziik, amelyeknek
csak nagysaga van, ami nem fiigg a koordinata-rendszer megvalasztasatol.
Jeliiket tehat dolt bettivel (kézirasban normal betiivel) irjuk. Ilyenek a tomeg,
ahosszusag, az id6, a hdmérséklet, az elektromos toltés vagy a fényerdsség.
Ezeket a mennyiségeket pusztan mérészamuk és mértékegységiik segitsé-
gével egyértelmiien megadhatjuk, pl. t = 42 s. Két azonos mértékegységii
skalaris mennyiség tetszélegesen sszeadhato vagy kivonhato egymasbal,
pl.42s+137s=179s.

1.3. Vektormennyiségek

A vektor egy iranyitott szakasz. Ezért az olyan fizikai mennyiségeket, ame-
lyeknek nem csak nagysaga, hanem iranya is van, célszerii egy vektorral
jellemezni. Ezeket nevezziik vektorialis mennyiségeknek. Jelitkket nyom-
tatasban félkovérrel szedjiik, kézirasban alahtzassal vagy feliilvonassal
jeloljiik: v vagy V. Ilyen példaul a sebesség (jele v, mértékegysége m/s),
a gyorsulas (jele a, mértékegysége m/s?), az erd, valamint példaul az elekt-
romos és a magneses térerdsség. Illyen mennyiség még a helyvektor, amely
a koordinata-rendszer origdjabol az adott pontba mutat. Jele r, mértékegy-
sége méter.

Vektorialis mennyiségeket 6sszeadni csak az iranyukra valo tekintettel
lehet, a vektorok Osszeadasi szabélyai szerint.

Vektor hatasvonalan (line of action) azt az egyenest értjiikk, amely
illeszkedik a vektorra. A vektor a hatasvonala mentén szabadon eltolhato.

Vektor abszolut értékén (norm) vagy nagysagan az adott vektornak egy
koordinata-rendszerben vett hosszat értjik, ezért ez mindig egy nemnegativ
szam. Jelolése: |v|, vagy egyszeriibben: v, ahogy egy skalarmennyiséget is
jelolnénk. Azt mutatja meg, hogy a vektor hossza hanyszorosa a koordina-
ta-rendszer egységének.

Egy v vektornak egy A skalarral valo szorzatan azt a vektort értjik,
amelynek hatasvonala megegyezik az eredeti vektoréval, abszolut értéke
pedig annak A-szorosa: |Av| = A |v|.

A |v| = 0 vektort nullvektornak nevezziik, iranya tetszéleges. Jele: 0.
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1.3.1. Vektorok skalaris szorzata

Két vektor skalaris szorzata (dot product) az a valds szam, amely a két vek-
tor abszolut értékének és a két vektor altal kozbezart szog koszinuszanak
szorzata. A két vektorbol igy egy szamot, egy skalart allitottunk el6, amely-
nek értéke fligg a vektorok abszolut értékétdl és hatasvonalaik egymashoz
viszonyitott helyzetétdl. Mivel két merdleges vektor altal kozbezart szog
7/2 és cos(n/2) = 0, ezért két, egymasra merdleges vektor skalaris szorzata
zérus, mig a cos(0) = 1 érték miatt parhuzamos vektorok skalaris szorzata
az abszolut értékeik szorzata.

Ha a két vektor a és b, a kozrezart sz6g pedig vy, akkor a skalaris szorzat:

) ab = al|b|cosy

A skalaris szorzatban a tényezdk sorrendje felcserélhet6: ab = ba.

Ha az (1)-ben a két vektort egyenlévé tessziik, y = 0 lesz, hiszen egy
vektor onmagaval parhuzamos, igy cos(y) is 1 lesz. Ez alapjan ki tudjuk
fejezni a vektor abszolut értékét is a skalaris szorzat segitségével: ehhez
képezniink kell a vektor 6nmagaval vett skalaris szorzatanak a négyzetgyokét:

@ v[=vv

1.3.2. Vektor meroleges vetiilete

Egy vektor adott tengelyre vett merdleges vetiiletén (orthogonal projection)
egy skalaris szorzat eredményét értjiik.

Els6 1épésben a vektort eltoljuk 6nmagaval parhuzamosan ugy, hogy
kezddpontja a tengelyre essen, és a vektor végpontjan at merdlegest hizunk
a tengelyre. Az eredeti vektor kezdépontjabol a merdleges és a tengely met-
széspontjaba mutatd vektor lesz a skalaris szorzat egyik tényezdje, jeloljik
ezt a vektort v -vel.

A skalaris szorzat masik tényezdje a tengely iranyaba mutato egység-
vektor, amelyet jel6ljiink e-vel. Ennek tulajdonsaga, hogy |e| = 1. Megkaphato
barmilyen, a tengely iranyaba es6 a vektor segitségével:

© =
[a|



18 MECHANIKA I.

A v vektornak az e egységvektort tengely iranyaba es6 merdleges vetiilete:
@ v, =(ve)e

Egy xyz derékszogii koordinata-rendszerben az x, y és z iranyt egységvek-
torokat legtobbszor i-vel, j-vel és k-val szoktuk jel6lni, ebben a sorrendben.

Vigyazat: ha egy v,vektor merdleges vetiiletét, a v, vektort (1. dbra) egy
masik tengelyre vetitiink merdlegesen, azzal egy olyan v vektort kapunk,
amely (altalaban) mar nem egyezik meg az eredeti vektor masodik tengelyre
vett v, merdleges vetiiletével.

1. abra

1.3.3. Vektor koordinatareprezentacioja

Haromdimenzios vektorokat egy adott koordinata-rendszerben egy szam-
harmassal jellemezhetiink. Ha a koordinata-rendszert parhuzamosan eltoljuk
ugy, hogy origdja a vektor kezd6épontjaval essen egybe, akkor a vektor
harom koordinatatengelyre vett merdleges vetiiletének és a tengelyiranyu
egységvektornak a skalarszorzataval egyértelmiien reprezentalhatjuk azt
az adott koordinata-rendszerben: v = v v V). Természetesen masik koor-
dinata-rendszerben ez a szamharmas mas lesz.

Egy vektor abszolut értékét meghatarozhatjuk egy koordinatarepre-
zentacidja segitségével ugy, mint a koordinatak négyzetosszegébdl vont
négyzetgyok (amely a Pitagorasz-tétel haromdimenzios alkalmazasa):

2 2 2
®) |v|=,/vx+vy+vz
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1.3.4. Vektorok vektorialis szorzata

Két vektor vektorialis szorzata (cross product) az a vektor, amelynek abszolat
értéke a két vektor abszolut értékének és a két vektor altal kdzbezart szog szi-
nuszanak szorzata, iranya pedig mer6leges a két eredeti vektorra ugy, hogy
azokkal jobbsodrast rendszert alkot. Jelolése: axb (kimondva ,,a kereszt b”).

2. 4bra

A jobbsodrast rendszert szemlélteti a 2. abra: ha a két szorzando vektort
kozos kezddpontba toljuk el 6nmagukkal parhuzamosan, és az a vektort
(a révidebbik uton, azaz y < 180°) ,,beforgatjuk™ az ujjainkkal a b vektor
iranyaba, akkor a hiivelykujjunk jel6li ki a jobbsodrasu rendszer harmadik
iranyat. Az egymassal y szoget bezaro6 a és b vektorok vektorialis szorza-
tanak abszolut értéke:

©) axb =|a|[b|siny

Ha az a vektort a hosszabbik ton ,,forgatnank be” a b vektor iranyaba,
akkor a hiivelykujjunk, és vele az eredd vektor iranya ellentétesen, lefelé
mutatna. Ezért tettiik a definicidban a ,,rovidebbik at” kikotést. Azonban
ez utobbi ugyanazt jelentené, mintha a b vektort ,,forgatnank be” az a vektor
iranyaba a rovidebbik aton. Ekkor valoban az ellenkez6 iranyba mutatna
hiivelykujjunk, és vele az ered6 vektor iranya is. Azaz a vektorialis szorzas
nem felcserélhetd, a szorzas sorrendjét megforditva a szorzatvektor iranya
ellentétes iranyitottsagura valt:

(7) axb#bxa
®) axb=-bxa
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Ezzel szemben a koordinata-rendszer tiikrozése esetén a vektorialis szorzat
eredményeként kapott vektor irdnya nem valtozik meg a tiikrozés el6ttihez
képest. Bar a és b iranya ellentétesre valt, nagysaguk és az altaluk kozrezart
szOg nem valtozik, sem az irany, amelybe a vektort forgatva a b vektorral
parhuzamos iranyba hozhato (3. abra). Az ilyen tulajdonsagt vektorokat
axialvektoroknak nevezziik.

3. abra

A vektorialis szorzat komponensei egyszeriien kiszamithatoak a szorzandok
adott koordinatarendszer-beli komponenseinek ismeretében egy formalis
determinans segitségével, ahol i, j és k a koordinata-rendszer x, y és z tenge-
lyeinek iranydba mutato egységvektorok, ésa=(a,; a;a)cés b=(b; by; b):

i j ok
©) c=axb=la, a, a,
b, b, b,

A determinans kifejtése a kovetkezOképpen torténik. A bal felsé sarokban
levé elemet (i) beszorozzuk a téle eggyel és kettével jobbra lefelé levo ele-
mekkel (ay-nal és b _-vel), majd ebbél kivonjuk az i és a tle eggyel és kettdvel
balra lefelé levé elemekkel valo szorzatat. Amennyiben ,,kilépiink” oldalra
a determinansbdl, ,,visszajoviink” a masik oldalon, azaz jelen esetben a ki-
vonando szorzat ia_ by. Ezt elvégezziik j-re és k-ra is:

10)  c=i(ab —ab)rj(ab, ~ab)rk(ab —ap,)
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Ugyanerre az eredményre jutunk, ha a determinans elemeit tobbszor leirjuk
egymas mellé, és a harom N iranyu szorzatot pozitiv, a harom ¢ iranyt
szorzatot negativ eldjellel adjuk Gssze:
i j k i j k
a, a, a, a, a, a4a,
bZ

b, b, b b b
(11) c=iab tjab +kab —iab —jab —kap,
Az eredményt haromkomponensi sorvektor alakban irva:

(12) c= (ﬂybz —absab —absab, — aybx)

x 22

Mivel sikbeli rendszerekkel foglalkozunk, az abrakat, és igy a szamolasok
soran hasznalt vektorokat is, a papir sikjaba rajzoljuk. Ekkor két vektor vek-
torialis szorzata biztos, hogy a papir sikjara meréleges lesz, csak iranya lesz
kifelé vagy befelé mutatd. Ennek jeldlésére a kovetkez6 konvenciot hasznal-
juk: a papir sikjabol kifelé mutato vektort ® szimbolummal, a papir sikjaba
befelé mutatd vektort pedig ® szimbolummal jeloljiik. Ezen szimbdlumok
eredete a nyil = stilaris abrazolasaban keresend6: amikor a nyil ,,felénk”,
a papir sikjabol kifelé tart, akkor a nyilnak a hegyét latjuk: ©, amikor a nyil
Htavolodik téliink™, azaz ,,haladasi iranya” a papir sikjaba befelé mutat, akkor
a végén levd tollakat latjuk: &.

1.3.5. Vektorok felbontasa

Gyakran el6fordul, hogy egy feladat megoldasahoz célszeri egy vektort két
komponensre felbontani. A legtobbszor az a cél, hogy egy masik vektorral
parhuzamos vagy éppen arra meréleges vektort kapjuk, ezért altalaban egy-
masra merdleges komponensekre bontjuk fel az eredeti vektort, de a felbontas
barmilyen (nullatol kiillonbozo) hajlasszogii tengelyek esetében elvégezhetd.
A koordinata-rendszer (amelyben a komponenseket meg akarjuk hatarozni)
origdjat az eredeti vektor kezdOpontjaba felvéve az eredeti vektor koordi-
natatengelyekre vett merdleges vetiileteinek, mint skalaroknak és az adott
tengely iranyu egységvektoroknak a szorzatai adjak a keresett két vektort.
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4. dbra

A 4. abra esetében tehat: ha a két, koordinatatengely-iranyt egységvektort
e -gyel és e -vel jeloljiik, a két keresett komponens, v, és v, a kdvetkezo-
képpen all el6:

vV, =€

(13)

v, =16,



2. A forgatonyomatek

Az er0 (force) olyan hatas, amely egy tomeggel (mass) rendelkez6 testet
gyorsulasra (acceleration) késztet. Ez Newton I1. térvénye: F =ma. Az er6é
és az altala okozott gyorsulas kozott linearis osszefliggés van, amelynek
aranyossagi tényezdje a tomeg. Amennyiben az erd hatasvonala atmegy
a test sulypontjan, akkor az eré csak gyorsitani fogja a testet. Azonban
ha az er6 hatasvonala nem megy at a sulyponton, akkor a test az allando
gyorsulas mellett forogni is fog a stilypontja koriil. Ez természetesen csak
nem rogzitett testekre igaz; ha egy test a sulypontjan kiviil példaul egy rajta
atmeno ruddal rogzitve van, akkor a forgas tengelye a rud lesz.

A forgatohatas nagysagat fejezi ki a forgatonyomaték (forque) (jele M,
mértékegysége Nm).

Egy er6 forgatonyomatéka a tér barmely pontjara szamolhato az alabbi
definici6 szerint:

(14) M=rxF

ahol r a tér azon pontjabodl, amelyre a forgatonyomatékot meg akarjuk hata-
rozni, az er6 tamadaspontjaba mutato helyvektor. A definicio alapjan lathato,
hogy mivel egy vektorialis szorzat eredménye, a forgatonyomaték axialvektor.
Ha egy konkrét testre hato er forgatonyomatékat szamoljuk, akkor az origot
altalaban a forgas tengelyén vessziik fel Gigy, hogy a koordinata-rendszer
z tengelye a forgastengely legyen, az F erd pedig az x és az y tengelyek altal
kifeszitett sikba essen (5. abra).



24 MECHANIKA I.

5. abra

Mivel sikbeli szerkezetekkel foglalkozunk, képzeljiink el egy (az egysze-
riség kedvéért négyzet alaki) ,.testet”, amelyre hat egy F erd (6/a abra).
Ez az F er6 felbonthato6 két, egymasra meréleges komponensre ugy, hogy
az egyik komponens (F)) atmenjen a sulyponton (6/b abra). A felbontas
mddjabol kovetkezden FH csak gyorsitja, a rd merdleges F komponens csak
forgatja a testet (mivel az er6 tamadaspontjat és a test sulypontjat 6sszekoté
tengelyre vett merdleges vetiilete nulla). Kifejezve F -t az eredeti erével,
valamint az F hatasvonalanak és a tamadaspontot a stlyponttal 6sszekoto
egyenesnek a hajlasszogével, a-val, azt kapjuk, hogy

(15) F, =Fsin(a)

Ezt visszairva a forgatonyomaték képletébe a kovetkez6 eredményre jutunk:
(16) M| = [¢] [ F|sin (a) = [F||

vagyis a forgatonyomaték nagysagat megkapjuk, ha az erdé helyvektorra
mer6leges komponensének nagysagat dsszeszorozzuk a helyvektor hosszaval.
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’ ~ - -
o ’:0‘() r R 09
K < ~ e

Ic /d
6. abra

A forgatonyomaték, definicidja alapjan, esetiinkben a stlypontbol az F er6é
tamadaspontjaba mutatd r helyvektor és az F erd vektorialis szorzata
(6/c abra). Bontsuk fel az r-et az F erd hatasvonalaval parhuzamos (r)ésarra
merdleges (r ) komponensekre (6/d abra)! Kifejezve r-t, azt kapjuk, hogy

(17) n= rsin(a)

Ezt visszairva a forgatonyomaték képletébe a kovetkez6 eredményre jutunk:
(18) [M] = e[ |E[sin (e ) = [F|5

vagyis a forgatonyomaték nagysagat megkapjuk, ha az eré nagysagat dssze-
szorozzuk a hatasvonalanak az origétol valo tavolsagaval. Egyszeriibb
volta miatt a gyakorlatban ez utdbbi kiszamitasi médot szokas alkalmazni.
Az |r | mennyiséget er6karnak nevezziik és k-val jeloljik.

Az egyszerliség kedvéért az |[F| és a k mennyiségekkel szamolunk, ame-
lyek skalarok, hiszen ezekbdl a forgatonyomaték nagysaga meghatarozhato.
Azonban pont skalar voltuk miatt annak irdnyat nem adjak meg. Ennek
meghatarozasahoz a kovetkez6 konvenciot hasznaljuk: ha az er6 az origd-
hoz képest az dramutato jarasaval ellentétes iranyban forgat, akkor eléjele
pozitiv, ha az 6ramutatd jarasaval egyez6 iranyba, akkor eldjele negativ
(ez a vektorialis szorzat jobbsodrasusagabdl kovetkezik). E16bbi példankban
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ez azt jelenti, hogy mivel az F vektor az origbhoz képest az 6ramutato jara-
saval ellentétes iranyba forgat, a forgatonyomaték-vektor iranya a papirbol
kifelé mutat: ®. A forgatas iranyat jelezhetjiik egy O (vagy egy O) nyillal
is a rajzon (6/c abra).

Természetesen F-et és r-et vektorként kezelve egy adott koordinata-rend-
szerben ismerve komponenseiket a formalis determinanst is hasznalhatjuk.
Ilyenkor eldjelhelyesen megkapjuk a forgatonyomaték-vektor komponenseit
az adott koordinata-rendszerben.



3. Sikbeli erorendszerek

A miiszaki gyakorlatban sokszor olyan feladatokkal talalkozunk, amelyek-
nél az erék hatasvonalai egy kozos sikban fekszenek, de sok, térbeli erd-
rendszerrel kapcsolatos feladat is visszavezethetd sikbeli erérendszerekre.

3.1. Koncentralt erok

Ha egy er6 egyetlen ponton hat a testre, akkor ezt a pontot tamadaspontnak
nevezzik, és koncentralt erérél (point load) beszélink.

Ha egy merev testre tobb koncentralt erd is hat, ezeket egyiittesen erd-
rendszernek nevezziik. Az erérendszer ereddje meghatarozhatd az egyes
erék, mint vektorok Osszeadasi szabalyai szerint, azaz egy erérendszer
egyetlen eredd erével helyettesithet. Az eredd lehet nullvektor is.

3.2. Erépar

Két, azonos nagysagu, azonos iranyu (hatasvonalaik parhuzamosak), de
ellentétes iranyitottsaga koncentralt erét eréparnak (couple) neveziink. Ha
a két er6 hatasvonala egybeesik (7. abra), akkor mind az ered6 erd, mind
az eredd forgatonyomaték 0. Azonban ha a két er6 hatasvonala kozotti
tavolsag k, akkor fellép egy eredé forgatonyomaték. Ha az er6k nagysaga F,
akkor az altaluk kifejtett forgatonyomaték nagysaga az er6par alapjanak (F)
és az er6par karjanak (k) a szorzata, azaz M = FKk, iranya pedig pozitiv, ha
az er6k az 6ramutato jarasaval ellentétes iranyban forgatnak, illetve nega-
tiv, ha az er6k az 6ramutato jarasaval egyez6 iranyba forgatnak (8. abra).
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7. abra
k k
<> <>
lofe efolr
M =Fk M = -Fk
8. abra

Erdpar forgatonyomatéka a tér barmely pontjara nézve azonos. Ennek az alli-
tasnak az igazolasahoz vegyiink fel egy F alapu, k kara er6part és egy, az er6-
par sikjan kiviili P pontot (9. abra)! Az er6part alkoto két eré tamadaspontja
a hatasvonalak tetszéleges helyén helyezkedjen el. Mutasson az | helyvektor
a P pontbdl az egyik erd tamadaspontjiba, az r, helyvektor a P pontbol
a masik er6 tamadaspontjaba. Ekkor

M=M1+M2:r1><F+r2><(—F):
=r1><F—r2><F=(r1—r2)xF

/

(19)

\

9. abra
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Az (r, —r,) vektor fiiggetlen a P pont helyzetétél. Tovabba igaz a forgato-
nyomaték-vektor nagysagara, hogy

(20) M| =|r, -, ||F|sin(a ) = Fk

ahol o a hatasvonalak és a timadaspontokat 6sszekoté r, vektor altal be-
zart szOg.

Ebbdl kovetkezik, hogy az erépar forgatonyomaték-vektora igyneve-
zett szabad vektor, és ezért az erdpar sajat sikjaban (a két er6 egymashoz
viszonyitott helyzetét végig megtartva) szabadon eltolhatd, elforgathato
és tetszOleges, sajat sikjaval parhuzamos sikba athelyezhetd.

Barmely erépar atalakithato egy vele azonos sikban azonos nagysagu
forgatonyomatékot kifejtd, de eltérd alapt és eltérd karu er6parra. Ha az ere-
deti er6par alapja F és karja k, az ered6 erépar alapja Q, karja p, akkor
a forgatonyomatékok Fk = Q p azonossagabol adott Q esetén kifejezhetd p,
adott p esetén kifejezhet6 Q:

o1y

A forgatonyomatékok azonossaga miatt az erépart alkoto két eré egymashoz
viszonyitott iranya meg kell maradjon az 4j alapra valo attéréskor, kiilonben
az 0j erdpar ellentétes iranyba fog forgatni.

10. abra
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3.3. Erérendszerek egyensilya

A 10. abran lathatd testre hato két, F nagysagu erd vektorialis Osszege
nulla. Azonban, mivel egy eréparrol van szo, kifejtenek egy 2 kF nagy-
sagl pozitiv forgatonyomatékot. Ez azt jelenti, hogy amellett, hogy a testre
hat6 er6k vektorosszege O legyen, ahhoz, hogy a test nyugalomban legyen,
azaz ne is forogjon, sziikkséges, hogy a ra hato forgatonyomatékok vektori
Osszege is 0 legyen. Az olyan erérendszereket, amelyekre igaz, hogy >'F, =0
és )M, =0, egyensulyi erérendszereknek nevezziik.

Az egyensulyt skalaris alakban kifejezve, azaz egy derékszogii koor-
dinata-rendszerben az erdket két, egymasra merdleges komponensre bontva
harom egyensulyi egyenletet adhatunk meg: a vizszintes irany er6k dsszege
nulla, a fiiggdleges iranyu erék osszege nulla és a forgatonyomatékok el6-
jeles dsszege is nulla:

(22) > E =0
23) F,=0
4 > M,=0

A legegyszeriibb egyensulyi erérendszer két azonos hatasvonalu, azonos
nagysagu, de ellentétes iranyu erd: +F és —F (7. abra).

Harom, nem parhuzamos hatasvonalu er6 egyensulyahoz az erévektorok
Osszegének 0 volta mellett sziikséges az is, hogy forgatonyomatékaik dsszege
is 0 legyen, azaz hatasvonalaik egy pontban metszddjenek. A 11. abran
lathatd harom erdvektor tehat pozitiv forgatonyomatékot eredményez, bar
maguknak az erdvektoroknak a vektori 9sszege nulla.

11. abra

Egy erdérendszer mindig helyettesithetd egy erével és egy forgatonyomatékkal,
amelyek koziil barmelyik, vagy akar mindkett6 is lehet nulla. Ez utdbbi,
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az egyensulyi erérendszer esetében van a test nyugalomban. Ha két kiilon-
boz6 erérendszernek ugyanaz az erd és forgatonyomaték az ereddje (azaz
nagysaguk, iranyuk és iranyitottsaguk azonos), akkor ezeket egymas helyet-
tesité erérendszereinek (equipollent force system) nevezzik, ugyanis ezek
atestre minden tekintetben azonos hatast fejtenek ki. Barmely er6rendszerhez
hozzaadhatunk egy vagy tobb egyensulyi erérendszert, az a test mozgas-
allapotat nem valtoztatja meg.

3.3.1. A nyomatéki tétel

TetszOleges erérendszerre érvényes az ugynevezett nyomatéki tétel: egy
erérendszer ereddjének forgatonyomatéka megegyezik az egyes erdknek
a pontra vett forgatonyomatékainak vektorialis osszegével. Azaz ha el6-
szOr egy erdrendszer ereddjét szamoljuk ki, majd annak egy pontra vett
forgatonyomatékat, ugyanarra az eredményre jutunk, mint ha az egyes erék
adott pontra vett forgatonyomatékait szamolnank ki el6szor, majd ezeket
a vektorokat 6sszeadnank.

| X =rcos®

< »

y =rsing

v

=r :.-"::
sin(a-i)

12. abra

Nézziik ezt meg a 12. abran lathato altalanos helyzetli F eré esetében!
El6szor az origora vett forgatonyomaték nagysagat irjuk fel ugy, hogy
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az F er6 hatasvonalanak origotol valo tavolsagat, k-t kifejezziik az r vek-
tor és az abrardl leolvashat6 szogek segitségével:

25) k=rsin(o—¢)

valamint alkalmazzuk a két szog kiilonbségének szinuszara vonatkozo azo-
nossagot:

(26) M =|rxF|=Fk=rFsin(a—¢)=7rF(sinc cosg —cosa sing)

argumentumaban szerepld sz0g, az r és az F vektor hajlasszoge, mint az az
abrardl is leolvashato, a — ¢.

Azonban az 1.3.5. alfejezet alapjan az F er6 fel is bonthat6 két, a koordi-
natatengelyekkel parhuzamos F, és F, erére. Ezen két dsszetevé eré nagysagat
kifejezhetjiik az eredeti erd és annak x tengelyhez képesti hajlasszogével:

F =Fsin(a)

F, =Fcos(at)

Fejezziik ki kiilon-kiilon a két erévektor-komponensbdl az altaluk kifejtett
forgatonyomaték nagysagat a hatasvonaluk és az origd kozotti tavolsaggal,
és ezeket adjuk 6ssze, vigyazva a forgatas irdnyéra, azaz hogy F, pozitiv,
F, viszont negativ irdnyba forgat az r vektorhoz képest:

Fie—E.y= Ercos() - Ersin(p) -
(28 = Fsin(o)rcos(¢)—F cos(et)rsin(p) =

= rF(sina cos(Q —cosa sin(p)

27)

ahol x az F, vektor hatdsvonalanak az y tengelytdl vett tdvolsaga, és hason-
loan y az F, vektor hatasvonalanak az x tengelytdl vett tavolsdga.

[rjuk fel a két er6komponensbél szarmazoé két forgatonyomaték-kom-
ponens nagysagat a vektorialis szorzat definicidja és a potszogtétel fel-
hasznalasaval:

29) M, = |r>< F1| =7F sin(%—(pj = rF, cos(¢) =rF sin(ct ) cos(¢)

M, = |r>< F2| =7F, sin(—¢) = rF, (—sing) = —rF cos(a )sin(¢)
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majd a kapott két kifejezést 6sszeadva ezt kapjuk:
M, + M, =rFsin(a)cos(@)—7F cos(a)sin(¢p) =

30
G0 =7F (sina cos¢ —cosa sing)

Amint lathat6, mindharom esetben azonos eredményre jutottunk.

3.3.2. Ero felbontasa parhuzamos erokre

Bontsuk fel a 13/a abran lathato F er6t két, vele parhuzamos hatasvonalu
Osszetevére (F -re és F,-re) ugy, hogy F, + F, = F legyen! Az 0sszetevék
F hatasvonalatol mért tavolsaga legyen a és b. A nyomatéki tételt az F erd
hatasvonalanak egy pontjara felirva:

G F-0=Fa—-Fpb

Fi

/a /b
13. abra

Mivel a bal oldal nulla, a két komponens aranyat kifejezve ezt kapjuk:
E b
F a

(32)

Ez az Ggynevezett emelotorvény.

Ha az 6sszetevok az eredeti erdnek azonos oldalan fekszenek (13/b abra),
akkor az egyik er6 iranyitottsaganak F-fel ellentétesnek kell lennie: ha nem
igy lenne, akkor a két 0j erének a teljes forgatonyomatéka nem lenne 0 (mind-
kett6 ugyanarra forgatna F-hez képest), pedig az eredeti F erd altal kifejtett
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forgatonyomaték barmely, a hatasvonalara esé pontra O volt. Ez az — F-hez
képest negativ — er6 lesz a kisebb, és ez fog F-tdl tavolabb esni.

3.3.3. A Ritter-modszer

Ha egy egyenstlyban levé testre négy erd hat ugy, hogy ezek koziil csak
egynek a nagysaga ismert, akkor is meg tudjuk hatarozni az egyes erdk
nagysagat az un. Ritter-modszer! segitségével. Ehhez azonban sziikséges,
hogy hatasvonalaik ne legyenek mind parhuzamosak, azaz legalabb harom
kiilonb6z6 pontban metsszék egymast.

Ehhez el6szor valasszunk ki egy olyan metszéspontot, amelyen az ismert
nagysagu erd hatasvonala nem megy at, és irjuk fel erre a pontra a nyo-
matéki tételt. Mivel a rendszer egyenstlyban van, ezért minden pontban
igaz, hogy a testre hato erdk arra a pontra szamitott forgatonyomatékainak
Osszege nulla: 3’ M, = 0. Tovébba a kivalasztott ponton 4tmegy a harom isme-
retlen nagysagl er6bdl kettd: ezek forgatonyomatéka ezért erre a pontra 0.
A tavolsagok ismeretében a két masik erd (egy ismert nagysagu és egy
ismeretlen) ezen pontra vett forgatonyomatékanak osszegét nullava téve
egy egyismeretlenes egyenletet kapunk, amelybdl az ismeretlen er6 nagy-
saga kiszamithato.

Kovetkezd 1épésben valasszunk ki egy olyan pontot, amelyen szintén
két er6 hatasvonala atmegy, de egy ismert és egy ismeretlen erd hatasvonala
nem. Az els6 kettd ezen pontra vett forgatonyomatéka nulla, igy a masik
két er6 forgatonyomatékat felirva és nullava téve, a masodik ismeretlen
er6t is megkapjuk.

Végiil egy olyan pontra irjuk fel a forgatonyomatékok dsszegének zérus
voltat, amelyen nem megy at az ismeretlen erd, csak két ismert. Ebbol
az egyenletbdl a harmadik keresett eré nagysagat mar meghatarozhatjuk.

Gyorsabban is eljuthatunk a végeredményhez, ha a vizszintes (fiigg6-
leges) iranyu erék koziil csak egynek a nagysagat nem ismerjiik. Ekkor,
felirva a vizszintes (fligg6leges) iranyt er6k 0sszegére a (22) és a (23) egyen-
leteket, egy kivonassal megkaphat6 a kérdéses komponens. Ezért bizonyos
esetekben érdemes lehet eldszor az erdket vizszintes €s fiiggéleges kom-
ponensekre bontani.

! August Ritter (1826—-1908) német mérnok
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Az elsdnek kiszamitott komponens célszer(i megvalasztasaval is egy-
szerisithetd a szamolas: ha a forgatonyomaték zérus voltat egy olyan pontra
irjuk fel, amelyen az ismert nagysagu erd és egy erre merdleges ismeretlen
nagysagu erd hatasvonala nem megy at, a tovabbiakban biztosan hasznal-
hat¢ lesz a vizszintes vagy fiiggdleges iranyu er6k 6sszegének 0 volta, azaz
vagy a (22), vagy a (23) egyenlet.

Vizsgaljuk meg a 14. abran lathat6, harom csukléval és a harom-
sz0g oldalaival parhuzamos harom riddal megtamasztott egyenlé oldali
haromszog esetét. Az F erd és az M forgatonyomaték nagysagat tekintsiik
ismertnek, az oldalak hosszat pedig jeloljiik £-lel. Mivel a rudak csak rad-
iranyu er6t képesek felvenni (errdl a 6. fejezetben még részletesen sz6 lesz),
az azokban fellép6 er6k a haromszdg oldalaival is parhuzamosak lesznek,
azF,, F és F_er6k hatdsvonalai a haromszog oldalaira fognak illeszkedni.

14. 4bra

Mivel az A ponton keresztiilmegy mind az F,, mind az F_, mind az F er
hatasvonala, erre a pontra ezen erdk forgatonyomatéka nulla. Mivel a szer-
kezet egyensulyban van, felirhatjuk az A pontra az 6sszforgatonyomaték
nulla voltat, amelyben csak két tag fog szerepelni: az F. er6 ¢ \3/2 er8karral
¢s az M porzitiv irdnyu forgatonyomaték. Csak az F_ er nagysaga nem
ismert, ezért az kifejezheto.

Hasonl6an, a B ponton az F és az F_. er6k hatdsvonala megy at, igy
erre a pontra a forgatonyomaték-jarulékuk nulla. Felirva az sszforgato-
nyomaték nulla voltat a B pontra, abban harom tag lesz: az F, er \3/2
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erékarral, az F er6 £/2 er6karral és az M pozitiv iranyu forgatonyomaték.
Ezek koziil csak az F, eré nagysdga nem ismert, igy az kifejezhetd.

Végiil, a C ponton az F_ és az F, erk hatdsvonala megy 4t, azaz
a C pontra vett forgatonyomaték-jarulékuk nulla. Az 6sszforgatonyomaték
a C pontra nulla, mivel egyensily van, és hirom tag ad jarulékot: az F_ eré
£\3/2 erBkarral, az F erd €/2 erékarral és az M pozitiv irany forgatonyo-
maték. Az egyetlen ismeretlen F eré nagysiga szamithato.

3.3.4. Altalanos sikbeli erérendszer eredojének szamitasa

Altalanos sikbeli, n darab er6bél all6 erérendszer ered6jének kiszamitasara
teljes mértékben alkalmas a vektorok kdzépiskolaban tanult 6sszeadasi sza-
balya: az erdvektorokat hatasvonaluk mentén eltolva és a paralelogramma-
szabaly alapjan Osszegezve 1épésrol 1épésre meghatarozhato6 az erérendszer
ereddjének nagysaga és hatasvonala.

Ennél azonban Iétezik gyorsabb ¢s kevesebb hibalehetdséget hordozd
eljaras is (15. abra).

L

15. abra
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Els6 1épésként vegyiink fel egy olyan derékszogii koordinata-rendszert,
amelyben el tudjuk tolni az 6sszes erdvektort hatasvonaluk mentén ugy,
hogy tamadaspontjuk illeszkedjen az x tengelyre. Ezutan hatarozzuk meg
minden egyes erévektornak a koordinatatengelyekre vett merdleges vetiile-
tét. Ezzel kaptunk az eredeti n darab erévektor helyett 2 n darabot, azonban
ezek koziil n darab hatasvonala az x tengellyel (ezeket jeldljik F, -szel),
a masik n darab hatdsvonala pedig az y tengellyel (ezeket F, -nal JelolJuk)
parhuzamos.

Az F, er6k abszolut értékét egyszertlien elSjelhelyesen Osszeadjuk:
a koordmatatengely negativ irdnyaba mutatdakat negativ, pozitiv iranyaba
mutatoakat pozitiv eldjellel. Az igy kapott F erd hatdsvonala az x tengely.

Elgjelhelyesen 6sszeadva az F, ,erék abszolit értékeit megkapjuk az eredd
erd y tengely 1ranyu komponensenek nagysagat amelyet F -nal jeloliink.
nalasaval szamoljuk ki: az F. erék forgatonyomatékainak osszege barmely
kivalasztott pontra és az F er6 ugyanarra a pontra vett forgatonyomatéka
meg kell egyezzen. Valasszuk ennek a pontnak az origét! Ha az F. “erdévektor
y tengelytdl valé tavolsagat x,-vel jeldljiik, az eredd F erbvektor y tengelytol
valo ismeretlen tavolsagat pedlg x-szel, felirhatjuk az n darab er6 és ereddjiik
forgatonyomatékainak egyez6ségét (figyelve a forgatonyomatékok eldjelére,
amely a forgatas iranyatdl fliggben pozitiv vagy negativ):

(33) iMi=ixiE,y=xFy=My
i=1 i=1

Egy ismeretlen szerepel az egyenlet harmadik tagjédban: x, az F erd keresett
pozicidja. Ha x negativ, az eredd az x tengelyen az y tengelytdl negativ, ha
pozitiv, akkor pozitiv iranyban talalhato.

A keresett eredd F eré nagysagaaz F ¢saz F} erék abszolut értékeibol
Pitagorasz-tétellel, mig hatasvonalanak a koordmatatengelyekkel bezart szoge
inverz szogfliggvénnyel szamolhato, figyelemmel a két komponens eldjelére.

Az igy megkapott (x; 0) koordinatdju pontba felmérve az F_és F erd-
vektorokat, majd ezeket paralelogrammaszaballyal sszegezve grafikusan
is megkaphatjuk az eredé erét.
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3.4. Eroathelyezés

Egy azonos sikban hat6 F er6 és Q p erépar mindig transzformalhaté egyetlen
erdvé (16. abra). Ehhez el8szor alakitsuk at a Q p er6part egy F alapu, k kara
erdparra a (21) osszefliggés szerint. Ezutan toljuk el az igy kapott erpart
a sikban gy, hogy az eredeti F er6 és a most mar Fk erpart alkoto két
F nagysagu erd koziil az eredeti F erdvel ellentétes iranyitottsagt 1j F erd
kozos tamadaspontba keriiljon. Mivel az azonos tamadaspontu +F és —F
erdk egyensulyi erérendszert alkotnak, ezek eltavolitasa a rendszerbdl nem
okoz valtozast annak mozgasallapotaban. Az (ij FK er6par megmaradt tagja
lesz a végso erd.

~ ~ ¢
Qt_}Q FﬁF ‘F\
p

™~

16. abra

Az erbathelyezés ennek az eljarasnak a forditottja. Barmely testre hato er6t
at tudunk helyezni egy masik pontba tigy, hogy hozzaadunk a rendszerhez
egy megfelelden valasztott erépart (17. abra).

17. abra

Hasson a testre egy F erd, amelyet at akarunk helyezni a P pontba. Ekkor
a P pontban adjunk hozza a rendszerhez egy egyensulyi erérendszert: egy
P tamadasponta +F és egy P tamadaspontt —F erét! Ekkor az eredeti F er6-
vel ellentétes irany F erdt €s az eredeti F erdt tekinthetjiik egy eréparnak,
amelynek alapja F, karja az eredeti erd és a hozzaadott egyensulyi erérendszer
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hatasvonalanak tavolsaga, jel6ljiik ezt a tavolsagot k-val. Ekkor az er6rend-
szert ugy is tekinthetjiik, hogy a testre hat egy, az eredeti F erdvel azonos
nagysagu, azonos irany, azonos iranyitottsagu, de eltérdé tamadaspontt erd
és egy Fk nagysagu forgatdnyomaték. Az eljarassal a test mozgasallapota
nem valtozott meg, de sokszor célszeriibb a szamolasok egyszerisitése
végett erd(ke)t athelyezni.

Egy hétkoznapi példa arra, hogy az eréathelyezés segitségével jobban
megérthetjiik bizonyos szerkezetek igénybevételét, az egy kézzel kormanyzas
esete (18. abra). Ha csak egy kézzel tekerjiik az r sugart kormanykereket
egy F erdvel, akkor ez nem csak forgatja a kormanyrudat, hanem hajlitja is.
Ennek belatasahoz adjunk hozza a rendszerhez egy egyensulyi erérendszert,
+F-et és —F-et a kormanykerék kdzéppontjaban, ott, ahol a kormanyrad
csatlakozik. Ekkor az eredeti F erét és a vele ellentétes, hozzdadott —F-et
egy erdparnak tekintve ez kifejt a kormanyra egy Fr nagysagu forgato-
nyomatékot. Azonban a harmadik F er6 lefelé hajlitja a kormanyrudat, ami
jobban igénybe veszi azt. Ellenben feleakkora erével, de szimmetrikusan két
kézzel kormanyozva csak egy erépar hat a kormanykerékre, ugyanakkora
forgatonyomatékot kifejtve, mint az el6bb. Ez az igénybevétel azonban nem
hajlitja a kormanyrudat.

F/2

18. abra
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3.5. Megoszl6 erérendszer

Amennyiben egy olyan erérendszer hat egy testre, amely nem egy pontban
hat, hanem egy vonal mentén, akkor (vonal menti) megoszl6 erérendszerrol
(distributed load) beszéliink; jele g, mértékegysége N/m.

A 19. abran lathato a megoszlo erérendszer jeldlése, az tgynevezett
terhelési abra, amelyet az érintkezési vonal f6lé rajzolunk. Ha a terhe-
1és egyenletes, akkor a terhelési vonal a felfekvéssel parhuzamos. Ilyen,
amikor példaul egy henger alakt, ¢ hosszusagt rudat egy lapos feliiletre
helyeziink: a rdd mg sulyereje egy ¢ hosszusagu vonal mentén oszlik
meg, azaz = mg/{.

1Q:q2

19. abra

Megoszlo erérendszer forgatonyomatéka a koncentralt erd forgatonyomaté-
kahoz hasonléan szamolhato, mind6ssze a ( megoszl6 erérendszert a suly-
pontjaban (amely egyenletes megoszld erérendszer esetében a geometriai
kozéppont) egy q¢ koncentralt erdvel kell helyettesiteni, amelyet Q-val
szokas jeldlni.

Ha a megoszl6 erérendszer atmegy a ponton, amelyre a forgatonyo-
matékot szamolni akarjuk, akkor annyival bonyolodik a szamolas, hogy
amegoszlo6 erérendszert két részre kell osztani a pont két oldalan, és ezeket
kiilon-kiilon kell egy-egy koncentralt erével helyettesiteni, majd a belélik
szamolt forgatonyomatékokat eléjelhelyesen 6sszegezni (20. abra).
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K
e e,
2 2 sz:qez
G——=

14 2

M;=Q; -——0, 2
> M2=-Q> >
20. abra

A megoszl6 erérendszer nemcsak egyenletes lehet, hanem a felfekvés men-
tén tetszbleges fiiggvény szerint valtozhat. Ekkor a q(x) fajlagos terhelés
ismeretében szamolhato ki tetszoleges x helyen a dx hosszusagt szakaszra
es6 dQ terhelGerd:

dQ
34 s
(34) q(x) =
atrendezve:

(335) dQ =q(x)dx

A helyettesité koncentralt eré nagysagat a terhelés sz¢1étol az € tavolsagig
egy egyszerl integrallal szamolhatjuk ki:

(36) szszjq(x)dx

crer

matéki tétel alapjan a kovetkez6t kapjuk (a jobb oldalon a dx hossza szaka-
szokra juto erdk x erékarral vald szorzatainak integralja talalhato):

(37) sF= jxq(x)dx
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A bal oldalba behelyettesitve (36) kifejezést:

I3 14
(3%) sF=s _[ dQ = sj q(x)dx
0 0

A (37) egyenletet és a (38) egyenletet egyenldvé téve és s-et kifejezve, majd
q(x)dx helyére a (35) 6sszefiiggés alapjan dQ-t behelyettesitve:

(39) si q(x)dx = _l[x q(x)dx

L

[rq(x)d fde

0

40) s== ==
fadr  [dQ

0

A megoszl6 erérendszer ereddje tehat keresztiilmegy a terhelési abra stly-
pontjan (a silypontra még részletesen visszatériink az 5. fejezetben).

A megoszl6 erérendszer lehet feliilet mentén megosz16 is, ekkor mér-
tékegysége N/m?, de ilyenekkel ezen jegyzet keretében nem foglalkozunk.



4. A statika alaptételei

A statika targykorében mindenre merev testként tekintiink, ami azt jelenti,
hogy a terhelések hatasara létrejovo deformaciokat elhanyagoljuk. Bar ez egy
durva kozelités, valdjaban a mindennapokban sokszor megallja a helyét.
A szilardsagtanban (ami a kovetkez6 félév anyaga) olyan valos anyagbol allo,
szilard testként modellezett szerkezetként tekintiink vizsgalatunk targyaira,
amelyek egyenstlyi erérendszerek hatasara deformaldodnak. Azonban ott
is feltételezziik, hogy a test a terheld er6k hatasara is egyenstulyban marad.
Az ekkor fellépé kicsi, de sokszor el nem hanyagolhat6 deformaciokat ott
fogjuk targyalni.

Amikor egy szilard test nincs nyugalomban, azaz a ra hat6 erérend-
szer nem egyensulyi er6rendszer, azt a kinetika targykore vizsgalja, amely,
ellentétben a kinematikaval, a mozgasokat el6idéz6 erdk és a mozgasok
torvényeinek Osszefiiggéseit is vizsgalja (mig a kinematika a mozgasok
el6idéz6 okaival nem foglalkozik).

A statika alaptételei a termodinamika fétételeihez hasonldéan nem le-
vezethetd, bizonyithato allitasok, mint a matematikai tételek, hanem a fizikai
torvényekhez hasonloan sok megfigyelés alapjan levont, altalanos érvénytinek
tekintett szabalyszeriiségek. A Newton-féle gravitacios torvényrdl példaul
ismert, hogy nagyon nagy gravitacios térben vagy bolygorendszerek moz-
gasanak lefrasaban nem teljesen pontos eredményt ad. Urszondék (tobbek
kozott a GPS-mitholdak) palyajanak szamitasakor nem is ezzel, hanem
az Einstein-féle altalanos relativitaselmélettel szamolnak. Foldi koriilmények
kozott mégis hasznalhatjuk a Newton-féle képletet, hiszen akkora gravita-
cios terekben, amelyekkel itt talalkozunk, a két elmélet eredményei joval
amiszereink hibahataran beliil azonos eredményt szolgaltatnak. Hasonloan,
a statika alaptételei is csak bizonyos koriilmények (fénysebességnél sokkal
lassabb mozgasok, kis gravitacios tér) kozott érvényesek, de ezek a koriil-
mények az alaptételek hasznalatakor mindig adottak.
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4.1. A statika 1. alaptétele

Merev testre hato erérendszer hatasat nem befolyasolja, ha az erérendszerhez
egy egyensulyi erérendszert adunk hozza.

Ennek az alaptételnek a kdvetkezménye az erdk hatasvonalukon valo
szabad eltolhatosaga (21. abra). Ha a hatasvonal barmely pontjaban hozza-
adunk egy +F és egy —F nagysagu er6t, az eredeti F er6t és a hozzaadott
—F er6t tekinthetjiik egy k6z6s hatasvonala erdparnak, amely igy szintén
egy egyensulyi erérendszer, ¢és igy el is tavolithatd a rendszerbdl. Ezzel
az eredeti F erd helyett kaptunk egy azonos hatasvonald, nagysagu, ira-
nyitottsagu erét, amely csak a tamadaspontjaban kiilonbozik az eredetitdl,
azaz gyakorlatilag eltoltuk az eredeti F erdt a hatasvonala mentén.

21. abra

4.2. A statika II. alaptétele

Ha két er6 hatasvonala metszi egymast, ereddjiik hatasvonala is atmegy
ezen a metszésponton, és benne fekszik a két erd altal meghatarozott sik-
ban, nagysaga pedig a két eré vektori 0sszege.

Ha a két er6 tamadaspontjat az 1. alaptétel szerint eltoljuk a metszés-
pontba, a vektorok dsszeadasara vonatkozo geometriai szabalybol kovet-
kezik maga az alaptétel.

4.3. A statika III. alaptétele

Ha egy merev testre pontosan két erd hat, akkor a test akkor és csak akkor
van egyensulyban, ha az er6k hatasvonala és nagysaga azonos, de iranyi-
tottsaguk ellentétes.

Az alaptétel az er6k vektori 6sszegének nullvektor volta mellett imp-
liciten tartalmazza a két eré forgatonyomatékai vektori 6sszegének null-
vektor voltat is.
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4.4. A statika IV. alaptétele

Két test kolcsonhatasa soran mindkét testre azonos nagysagu, azonos hatas-
vonall és egymassal ellentétes iranyitottsagu erd hat.

Ez Newton III. torvénye, a hatas-ellenhatas elve. Azt jelenti, hogy ha
példaul egy falba rogzitett rudat egy bizonyos erével hiizunk, és a rad mégis
nyugalomban marad, akkor a falban azonos hatasvonala és nagysagu, de
ellentétes iranyitottsagu er6 Iépett fel.

Példaként tekintsiink két érintkezd testet, amelyekre harom er6 hat
a 22. abran lathaté modon. Legyen ez a két testbdl allé rendszer egyen-
sulyban! Ehhez sziikséges, hogy a harom er6 vektori 6sszege nulla legyen:
F, +F,+F, =0, haugyanis példaul |[F | nagyobb lenne, mint |F, + F|, akkor
a rendszer jobbra gyorsulna. Az F, erd azonban az 1-es testet mindenkép-
pen gyorsitja jobbra. Hogy nyugalomban legyen, a 2-es testnek kell hatnia
ra egy —F, er6vel. Mivel a két test csak egyetlen pontban érintkezik, ezt
az er6t ebben a pontban kell kifejtenie (F,, |F | =|F,|). Hasonloképpen a 2-es
testnek is hatnia kell az 1-es testre egy —(F, + F,) erdvel (F,, |F,| = [F, + F,|).

Emellett a testek feliilete sem valtozhat meg (nem nyomodhat be),
hiszen merev testekrol beszéliink, ezért a testekben is fel kell 1épnie erék-
nek, amelyek az F, F, és F, er6kkel azonos pontban, azonos nagysaggal,
de ellentétes iranyban hatnak (F, F, F, [F | =|F |, [F,| = [F, [F| = [F,]).

F2 F F>
Fs Fs F3

22. abra

Ezzel meghataroztuk a rendszerre hat6 erdket. A két testbdl allo rendszerre
hato F, F, és F, erdket kiils6 erdknek, az F,, F,, F,, F, és F_ eroket belso
erbknek nevezziik. Ugyanakkor ha 6nmagaban az 1-es testet nézziik, akkor
raaz F ésF, kiilsd és az F, és F, belsd erék hatnak. Hasonloan a 2-es test-
nek az F,, F, és F, er6k kiils6, az F, F, és F_ er6k belsé erdi.



46 MECHANIKA I.

4.5. A statika V. alaptétele

A deformalt allapotban, de egyensulyban levé szilard testeket merevnek
tekinthetjiik.

Ez azt jelenti, hogy ha egy szilard test alakvaltozasat szilardsagtani
modszerekkel meghataroztuk, utana a ra hato egyensulyi erérendszer tovabbi
hatasainak vizsgalatakor tekinthetjiik merev testnek.



5. A sulypont

A Fold gravitacios terében minden test fontos jellemzéje annak tomege
és térfogata mellett annak tomegeloszlasa is. Ez egyszer{ibb esetben a test
gombszimmetriatol valo eltérését jelenti (a test nem minden iranybol ugyan-
ugy néz ki, alakja van), de jelentheti anyaganak inhomogenitasat is.

5.1. Az elsorendii vagy statikai nyomaték

Ugyanakkor barmilyen tomegeloszlast testhez meg lehet hatarozni egy
olyan pontot, az Gigynevezett stilypontot (centre of gravity), amelyre vett
forgatonyomatéka a testnek nulla. Ennek a kitiintetett pontnak az egyszer(i
meghatarozasahoz vezessiink be a test leirasara egy uj fogalmat, az els6-
rendt nyomatékot (first moment of area).

5.1.1. Test pontra vett elsorendii nyomatéka

Legyen adott egy tetszbleges alaki, V térfogatu test és egy pont a térben.
Osszuk fel a testet kis térfogatelemekre. A felosztast minden hataron tal
finomitva az igy kapott infinitezimalis térfogatelemeket jeloljiik dV -vel,
az egyes térfogatelemeknek a ponttol vett helyvektorat pedig r-vel.

A testnek a pontra vett elsérendii nyomatékan az r, vektoroknak a meg-
feleld dV, térfogatelemekkel, mint skalarokkal valo szorzatainak az 6sszegét
értjiik, amely a felosztas ,,végtelen” finomitasaval atmegy egy, az adott test
térfogatan vett integralba:

(@41 S,y =[r,dV,
14

ahol dei = V. Az elso6rendii nyomaték tehat vektorialis mennyiség, mérték-
egysége [m*].
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5.1.2. Test sikra vett elsorendii nyomatéka

Egy koordinata-rendszerben az r, helyvektorok kifejezheték koordinataik
segitségével: I, = (x;; y; z). Ezek segitségével az egyes koordinatasikokra
szamitott elsérendii nyomatékok a (41) kifejezésbal:

Sy = jzl, dV;
Vv

@) Sew =[ 2.4V,
%4

Sy = Ixi dV;

5.1.3. Tomeg pontra vett elsorendii nyomatéka

Homogén tomegeloszlast testet feltételezve (azaz a siirliséget minden pont-
ban azonosnak tekintve: o(r,) = 0) a (41) egyenlet mindkét oldalat beszorozva
a strtiséggel kapjuk:

@) pSyy =p|r.dV,
14

A slriiség konstans volta miatt bevihet6 az integralba, és felhasznalva

crr

juk az m tomeg pontra vett elsérendii nyomatékat:

(44) Sy = [ prdV; = [rdm,
v

m

ahol fdmi = m. Mértékegysége [mkg].

5.1.4. Tomeg sikra vett elsérendii nyomatéka

Egy koordinata-rendszerben az egyes helyvektorokat az r = (x; y; z) koordi-
natas alak segitségével kifejezve az egyes koordinatasikokra vett elsérendii
nyomatékokat megkapjuk a (44) kifejezésbol:
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Som = .[Z" dm,
(45) S =] yidm
Spom = J.xl. dm,

5.1.5. Attérés mdsik koordindta-rendszerre

Egy ,,A” koordinéta-rendszerben egy m =[dm tomegnek a koordinata-rendszer
origojara vett elsérendli nyomateka S = | r,dm. Toljuk el a koordinata-
rendszert egy r, . vektorral és jelljiik ezt az Uij, eltolt koordinata-rendszerben
,»,B”-vel. Mivel minden, ,,A” koordinatarendszer-beli pontba mutato r, hely-
vektor kifejezhetd a pont ,,B” koordinatarendszer-beli r helyvektoranak
ésazr, vektornak asegitségével: r, =r, +r, igy fel tudjuk irni az els6-
rendli nyomatékot a ,,B” koordinata-rendszerben is:

@6) Sy, =|r,dm= I(rA —r, )dm= IrA dm — JrAB dm
m m m m

Az els6 tag a tomegpont ,,A” koordinata-rendszerben szamitott elsérendi

nyomatéka, a masodik tagbol pedig r, . kihozhato az integral elé:

@7 SO,m,B = SO,m,A - rABJ. dm = SO,m,A AN

m

Az eltolt koordinata-rendszerben az elsérendi nyomatékot tehat megkaphat-
juk, ha az eredeti koordinata-rendszerben vett elsérendii nyomatékvektorbol
kivonjuk a koordinata-rendszer eltolasat jellemz6 vektornak a tomegpont
tomegével mint skalarral vett szorzatat.
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5.1.6. Ivdarab pontra vett elsérendii nyomatéka

Felosztva egy adott s hosszlisigu ivdarabot ,végtelen sok” ds, részre (iv-
elemre) és ezeknek egy ponttol vett helyvektorat r-vel jelolve az ivdarab
adott pontra vett elsérendiinyomaték-vektora:

(48) S,, =[r.ds,

ahol fdsi = 5. Mértékegysége [m?].

5.1.7 Ivdarab tengelyre vett elsérendii nyomatéka

Egy koordinata-rendszerben az r, = (x;; y,) koordinatas alak segitségével
kifejezve az egyes koordinatatengelyekre vett elsérendii nyomatékokat
a (48) kifejezésbdl:

Sx,s = I}’i dsi
49) S
S, = Ixi ds,

5

5.1.8. Sikidom pontra vett elsérendii nyomatéka

Hasonloképpen definialhatjuk a sikidomnak egy pontra vett elsérendi-
nyomaték-vektorat. Ebben az esetben a dA, feliiletelemnek a ponttol vett
helyvektorat jeloljiik r-rel. Az elsérendiinyomaték-vektor:

(50) Sou= Ir,- d4,
A

ahol [dA = A. Mértékegysége [m”].
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5.1.9. Sikidom tengelyre vett elsérendii nyomatéka

Egy koordinata-rendszerben az r, helyvektorok kifejezheték koordinataik
segitségével: I, = (x;; y,). Ezek segitségével az egyes koordinatatengelyekre
szamitott elsérendii nyomaték az (50) kifejezésbol:

Sou= J.J’i d4,
4
Q)
S,4= J.xl. d4,
4

Ez az Osszefiiggés altalanosan, barmilyen alaku sikidomra érvényes.

5.2. A sulypont szamitasa

Az olyan egyenesek, amelyek egy sikidomot két olyan részre osztanak,
amelyek elsrendii nyomatéka azonos abszolut értékii, egy pontban metszik
egymast. Ezt a pontot a sikidom stlypontjanak (centre of mass) nevezziik.

Hasonloképpen az olyan sikok, amelyek egy testet két olyan részre
osztanak, amelyek els6rendii nyomatéka azonos abszolut értéki, a suly-
pontban metszik egymast.

A Fold gravitacios tere a foldfelszinen mar homogénnek tekinthetd,
azaz az egyes tomegpontokra vagy akar makroszkopikus méreti kiterjedt
testekre hato gravitacios erd tekintheté homogén megoszl6 erérendszernek,
amely fiiggblegesen lefelé mutat.

Legyen adott egy koordinata-rendszerben egy V térfogati, Q = mg
sulyt test, ahol g a konstansnak tekinthetd gravitacios gyorsulas. Osszuk
fel ezt a testet ,,végtelen finoman”. Az igy kapott dV, térfogatelemek siilya
legyen dQ,, ahol ,fin =Q¢s dei = V. Felirhat6 tovabba az egyes térfogat-
elemekre a dQ, = dm, g egyenldség is. Jeloljiik az egyes térfogatelemekbe
mutaté helyvektorokat r,-vel!

Tegyiik fel, hogy 1étezik egy olyan pont — jeldljiik ennek helyvektorat
rsp-vel —, amelybe a test tomegét ,,0sszesliritve” a ra hato sulyero altal keltett
forgatonyomaték megegyezik a valodi, kiterjedt testre hato, gravitacios
erd altal keltett forgatonyomatékkal, vagyis az egyes térfogatelemekre
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hato forgatonyomatékok vektori 6sszegével. Felirva a nyomatéki tételt erre
a pontra:

(52) r,Q=[rdQ,
v

Atrendezve, a stlyerd differencialis alakjat behelyettesitve, majd a konstans
gravitacios gyorsulassal egyszeriisitve megkapjuk az tigynevezett sulypont
helyvektorat:

.[ r,dQ, Ig r, dm, I r, dm,
(53) =" g n _ _So
mg m m

Egy koordinata-rendszerben azr, helyvektor kifejezhetd koordinatas alakban:
M= =(x_; ¥, ) Ezek segltsegevel az egyes koordinatatengelyekre szamitott
sulypont az (53) kifejezésbol:

[ 5,dm,
Xy =5 -
(54)
Ixi dm,
T =5

Vegyiik észre, hogy az (53) Osszefiiggés szamlalojaban a (44) kifejezést
latjuk, azaz tomeg pontra vett elsérendi nyomatékat. Eszerint homogén
gravitacios térben egy homogén test silypontja megegyezik a tomegk6zép-
ponttal. Behelyettesitve a siirliség ¢ = m/V definiciojat és annak o =dm/dV,
differencialis alakjat az (53) egyenlet jobb oldalaba és a konstans strtiséggel
egyszerusitve:

J.prdV; J.rdVl.

(55) r = 14 = 14
* pV %4
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Egy koordinata-rendszerben az r_ helyvektort koordinatds alakban kifejezve:

M= (xsp; ysp). Ezek segitségével az egyes koordinatatengelyekre szamitott

sulypont az (55) kifejezésbol:

I}’idVi
_y
o v
(56)
J.xidV
Ty ="

Az (55) egyenldség nevezdjében a test teljes térfogata szerepel, mig szamla-
l6jaban a (41) kifejezést latjuk, azaz test pontra vett elsérendii nyomatékat.
Eszerint homogén gravitacios térben egy homogén test sulypontja meg-
egyezik a geometriai kozépponttal is.

Két azonos siirliségii (o) és magassagu (£), de eltérd teriiletti alaplappal
rendelkez6, hasab alaku test stilya: Q = oA £gés Q, = oA (g. Kifejezve
a két stlyerd aranyat:

Q, _palg 4

Q, prAlg 4

azaz a testek sulya aranyos az alaplapjuk teriiletével. Ez hataresetben (azaz
amikor £—0) is igaz.

Ilyen értelemben sikidomok stlypontjardl is beszélhetiink. Az (55) egyen-
letbe behelyettesitve a V = A dsszefiiggést ¢s az £ — 0 hataratmenetet el-

végezve azt kapjuk, hogy a stlypont a feliileten ébred6 stilyerdk ered6jének
tamadaspontja:

67

IrdA,. S
(58) r, =4 =04

* A A
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Egy koordinata-rendszerben az r_ helyvektort koordinatds alakban kifejezve:

M= (x X YV, ) Ezek segltsegevel az egyes koordinatatengelyekre szamitott
sulypont az (58) kifejezésbol:
jy,- d4,
_ A
X, = —A
(59)
j x, dA.
_ A
.)/Sp - A

Az (58) 0sszefliggés nevezdjében a teljes teriilet szerepel, mig a szamlalo-
ban megjelent az (50) kifejezés, a sikidom pontra vett elsdrendii nyomatéka.
Azaz homogén sikidomokra is lathatjuk, hogy a stlypont két dimenzidban
is megegyezik a geometriai kdozépponttal, hasonléan, mint ahogy az (55) ki-
fejezés alapjan harom dimenziora lattuk, ami azonban a levezetés modjabol
fakaddan egyaltalan nem meglep6 eredmény.

Az (59) Osszefiiggés mindkét oldalat beszorozva A-val a jobb oldalon
az x, illetve az y tengelyre vett elsérend(i nyomaték fog szerepelni, mig a bal
oldalon a teljes teriilet €s egy tavolsag dimenzidji mennyiség. Ez azt jelenti,
hogy a kiterjedt sikidomot helyettesithetjiik egy, a tengelyt6l X, (illetve ysp)
tavolsagra elhelyezkedd ,,vonallal” (vagy akar egyetlen ponttal, a stlyponttal),
amelybe az egész sikidom ,,anyaga” ,,bele van stritve”.

Hasonloképpen az alaplap egyik dimenzidjaban is elvégezhetjiik ezt
a hataratmenetet, ¢és ezzel ivdarabok (,,végtelen kis” atmérdja ,,drotok™)
sulypontjara kaphatunk osszefiiggést:

jri ds,

(60)

Egy koordinata-rendszerben az r_ helyvektort a koordinatas M= =(x,; o Vs )
alakban kifejezve felirhatd koordmatatengelyekre szamitott sulypont a (60) Ki-
fejezés alapjan:



A SULYPONT 55

[7ds

K

.X'sp

(61
x. ds.

7 7

o C—

Yo =

k)

A (60) Osszefiiggésben a nevezOben az ivdarab hossza van, a szamlalo-
ban pedig a (48) kifejezés, azaz ivdarab pontra vett elsdrendii nyomatéka:
a sulypont és a geometriai k6zéppont valdban megegyezik egydimenzids
homogén objektumokra is.

5.3. Egyszerii sikidomok sulypontja

Osszetett sikidomok stilypontjanak (és elsérendii nyomatékanak) szamitasa-
hoz sziikségiink lesz néhany egyszeri sikidom stilypontjanak az ismeretére.

5.3.1. Kor, paralelogramma és haromszog sulypontja

Néhany egyszeri sikidom sulypontjat nemcsak kozépiskolas geometriai
ismereteink alapjan, hanem egyszert intuicio alapjan is meg tudjuk mondani
(bar ennek szabatos megfogalmazasa okozhat nehézséget). igy a kor(lap)rol,
a négyzetrol és a téglalaprol ,,érezziik”, hogy stulypontjuk a ,,kézepiikon”
van. Ez kornél valoban a keriilet, mint kdrvonal két atmér6jének a metszés-
pontja, négyzetnél és téglalapnal az atlok metszéspontja.

Ez utdbbi azonban sokkal altalanosabban is igaz: paralelogramma stly-
pontja az atlok metszéspontjaban talalhato (23/a abra).

Haromszog stlypontjanak meghatarozasara is eljuthatunk elemi meg-
fontolasok alapjan. Els6 1épésben hatarozzuk meg a haromszog egy stlyvo-
nalat, azaz azt a szakaszt, amely a haromszoget két egyenld teriiletii részre
osztja (azaz itt alatimasztva nem ,,billen el” egyik irdnyba sem). Kénnyen
belathato, hogy ez a szakasz a csucsot a szemkozti oldal felez6pontjaval
0sszekoto szakasz. Ez ugyanis a haromszoget két olyan haromszogre bontja,
amelyek alapja megegyezik (hiszen az eredeti haromszog oldalat éppen
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feleztiik), és nemcsak magassaguk, hanem konkrét magassagvonaluk is
azonos: az eredeti haromszogoldalrol a csucsra bocsatott meréleges szakasz.
Két haromszog teriilete pedig, amelyek alapja és magassaga megegyezik,
egyenld. Ez azt is jelenti az 5.2. alfejezet elején tett allitas alapjan, hogy
a kapott két haromszog elsérendii nyomatékanak a sulyvonal egyenesére, mint
tengelyre vett elsérendli nyomatéka azonos nagysagu, de ellentétes eldjeli.

Mindharom csucs-oldal parra meghatarozva a stlyvonalat belathato,
hogy ezek egy pontban metszik egymast, a sulypontban (23/b abra). Szintén
belathato, hogy a sulypont tavolsaga egy adott csucstol kétszerese a suly-
pontnak a cstccsal szemkozti oldaltol vett tavolsaganak. Ez derékszogii
haromszogben azt is jelenti, hogy a stlypont a befogdk harmadanal helyez-
kedik el (23/c abra).

e ‘ i
b e

/a

23. abra

5.3.2. Koriv sulypontja

Vegyiink fel egy 2 o nyilasszogi, r sugara korivet igy, hogy a szimmetria-
tengelye egybeessen a koordinata-rendszer egyik tengelyével (24. abra)!
Szimmetriamegfontolasok alapjan a stlypontnak erre az egyenesre kell esnie.

y

24. abra
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A koriv hossza s = r2a. Valasszunk ki egy tetszdleges, rovid (,,végtele-
nil kicsi”) ds hosszusagh korivelemet, amelyhez tartozo kdzépponti sz6-
get jeloljiikk dp-vel. Ezzel a korivelem hossza ds = rdg. Mivel a ds ivelem
,végteleniil rovid”, kdzéppontja megegyezik dnmagaval, azaz elsérendil
nyomatéka az y tengelyre xds. Mivel x = rcosg, ezért

S, =xds=rcospds=rcosprde

©2) S, = r* cospde

Jeloljiik a stilypont origo6tdl valo tavolsagat x_-vel. Az elsérend{i nyomatékot
az origora kétféleképpen szamithatjuk ki. A sulypont origotél valo X, tavol-
sagat a teljes koriv ,.teriiletével” szorozzuk, de mivel itt nem sikidomrdl,
hanem egydimenzids vonalrol van sz6, nem a teriiletet, hanem a hosszat,
s-et vessziik. Masrészrol az egyes ds korivelemek elsérendii nyomatékat
(mivel ,,végtelen rovid” ivelemekkel szamolunk, nem 6sszeadva, hanem)
Osszeintegralva is ugyanezt kell kapnunk. Az integralast ¢ szerint végezziik,
amelyet az abran lathatdé modon mériink az x tengelytdl pozitiv iranyba,
ezért az integraldsi hatarok —a és +o lesznek.

(63) X, § =X, r200= I r* cospde

Atrendezve az egyenletet és felhasznalva, hogy a szinuszfiiggvény paratlan
fliggvény, azaz sin(—a) = —sin(a), a korcikk stulypontjara kapjuk:
2 .
a . . ina
(64) X, = ! [singo] :L(sma +sm05):rS
2ra “ 2a o

A képletbe példaul a félkoriv paramétereit behelyettesitve kapjuk, hogy
20 =mr,azaz a = n/2, sin(z/2) = 1, amelybdl X, = 2r/x.

5.3.3. Korcikk sulypontja

Legyen adott egy R sugart, 2a kdzépponti szogli korcikk. Osszuk ol ezt
a korcikket ,,végtelen finoman” gy, hogy a Iétrejovo korcikkek kiilsé ivé-
nek hossza elhanyagolhat6 legyen az R sugar hossza mellett. Ekkor a kiilsd
koriv gorbiilete is elhanyagolhato, és tekinthetjiik a kis korcikkeket olyan
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egyenld szart haromszogeknek, amelyek egyik oldala egy egyenes sza-
kasznak tekinthetd korivelem, masik két oldaluk R. Mivel a haromszog
sulypontja a magassagvonal csucstdl tavolabbi harmadanal van (és a harom-
sz0g egyenld szaru), ezért az egyes korcikkelemek sulypontjai egy olyan
korivre fognak esni, amelynek kézépponti szoge 2a és a korcikk csticsatol
vald tavolsaga 2R/3. Ezzel a korcikk ,,anyagat” ,belestritettiik” egy kor-
ivbe, amelynek a (64) egyenlet alapjan mar tudjuk szamolni a stlypontjat
az r = 2R/3 helyettesitéssel:

65) sina 2R sina
X, =r =—

sp

o 3 «a

5.4. Osszetett sikidomok elsérendii nyomatéka
és sulypontja

Sok esetben olyan sikidomokkal talalkozunk, amelyeknek elsérendii nyo-
matékat nem ismerjiik, azonban feloszthatok néhany egyszertien paramé-
terezhet6 sikidomra. Ekkor az integralas miiveletének additivitasa miatt
az Osszetett sikidom elsérendl nyomatéka szamithatd ugy is, hogy az egyes
egyszer(i rész-sikidomok elsérendii nyomatékait integralassal meghatarozzuk
és vessziik azok 0sszegét.

5.4.1. Attérés integrdldsrol szorzatisszegre

Ez az eljaras azonban tovabb egyszerisithetd. Bontsuk fel az 6sszetett sik-
idomot olyan rész-sikidomokra, amelyeknek ismerjiik nemcsak a teriile-
tét (A)), hanem silypontjaik egy koordinata-rendszerben vett helyét (r) is:
paralelogrammakra (téglalapokra), kor(cikk)ekre, haromszogekre. Ekkor
az els6rendii nyomaték szamitasa egy olyan szorzatdsszeg meghataroza-
sara egyszertsodik, amely annyi tagbdl all, ahany rész-sikidomra osztottuk
az eredeti Osszetett sikidomot (jeldljiik ezt n-nel). Az egyes részsikidomok
elsérendii nyomatéka ugyanis szamithato ugy is, hogy a stlypontjuk hely-
vektorat 6sszeszorozzuk a teriiletiikkel. Ez azért lehetséges, mivel (mint
az 5.2. alfejezetben lattuk) a Fold homogénnek tekintett gravitacios tere
ugyanazt a hatast gyakorolja egy kiterjedt sikidomra, mintha annak tel-
jes ,,tomege” a stlypontjaba lenne ,,stritve” (feltételezve, hogy a sikidom
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homogén tomegeloszlast, azaz a teriilete aranyos a tomegével). igy az egyes,
feliileten vett integralokat egy-egy szorzasra egyszerisitettiik. Ezen szorzatok
Osszegeként pedig a teljes, dsszetett sikidom elsérendli nyomatéka is eloall:

(66) SO,A = Zri 4
i=1

A tengelyre vett elsérendli nyomaték az egyes rész-sikidomok stulypontjainak
adott tengelytdl vett tdvolsagai segitségével hatdrozhatok meg, har,= (x;; y):

Sx,A = Z Ji 4
i=1
(67)
Sy,A = i x, 4,
i=1

Az els6érendli nyomaték ismeretében mar a stlypont is meghatarozhaté. Azt
mindGssze a sikidom teljes A feliiletével kell leosztani:

Zn‘,r,-fli
(68) r =22

sp A
ahol A=Y A.

5.4.2. A ,,negativ teriilet”

A mindennapi gyakorlatban gyakran fordulnak el olyan sikidomok, ame-
lyek nem folytonosak, hanem egy vagy tobb lyuk van benniik. Ezeket nem
sziikséges megprobalni folytonos rész-sikidomokra bontani, és ezek elso-
rend(i nyomatékait 6sszegezni, ha a lyukak alakja megegyezik egy mar ismert
egyszerii sikidom alakjaval. S6t, sokszor ez geometriailag nem is lehetséges;
gondoljunk példaul egy a oldalii négyzetre, a kozepén egy kor alaku, D atmé-
r6ja lyukkal (25. abra). Azonban ebben az esetben is lehetséges az elsdrendi
nyomaték kiszamitasa a feliilet paraméterezése és integralas nélkiil.
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D

a
25. abra

Bontsuk fel a 25. abran lathat6 sikidomot két részre, de jelen esetben gy,
hogy az egyik rész-sikidom legyen egy a oldalt ,.teli”, azaz kdozépen nem
lyukas négyzet, a masik pedig egy D atmérdju korlap. Mind a négyzet,
mind a korlap stlypontjanak ismerjiik a helyét. Az elsérendli nyomaték
kiszamitasa ugy torténik, hogy a négyzet stlypontjanak helyvektorat ssze-
szorozzuk a négyzet teriiletével, majd ebbdl kivonjuk a korlap stlypontja
helyvektoranak ¢és teriiletének a szorzatat. Ez praktikusan azt jelenti, hogy
a teljes négyzet pozitiv elsérendii nyomatékahoz hozzaadtuk a lyuk ,,nega-
tiv” elsérendli nyomatékat.

Ez az eljaras azonos eredményt szolgaltat azzal, mintha kizardlag a sik-
idom teli részére alkalmaztuk volna az elsérendii nyomatéknak az (50) ki-

crr

5.5. Stabilitas

Ahogy mar lattuk a 2. fejezetben, nem mindegy, hogy egy er6é hogyan hat
a testre: forgatni is fogja, vagy csak mozgatni. Hasonloan: egy test stabili-
tasa fiigg attol, hogy hogyan hatnak ra az erdk.

Stabilitas alatt az allas szilardsagat, biztonsagat értjik. Egy targy akkor
all a legstabilabban, amikor helyzetébdl a legnehezebb kimozditani.

A 26. abran egy homogén téglatestet lathatunk, amelyre harom pozi-
ciéban két-két iranybdl hat erd, amelyek mindegyike azonos nagysagu.
Jeloljik a téglatest harom oldalanak hosszat névekvé sorrendben a-val,
b-vel és c-vel. Melyik er6 billenti fel legkonnyebben és melyik a legnehe-
zebben a téglatestet?
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F
F y
Fs
F1 b

F5|

26. abra

A megoldas az egyes er6k forgatonyomatékainak egymashoz vald viszo-
nyaban keresendd. Az egyes F, erék billenté forgatonyomatékaval (M,)
szemben ugyanis a téglatestre hatd gravitacios er6 egy stabilizalo forgato-
nyomatékot (M) fejt ki. A stabilitds mértéke ezen két forgatonyomaték
aranyaval jellemezhetd:

(69) S=—2

Ha a stabilizalé forgatonyomaték nagyobb, mint a billentd, azaz ha S > 1,
akkor a test az adott terhelésre stabil; ha a stabilizalé forgatonyomaték
kisebb, mint a billent6, azaz ha S < 1, akkor a test az adott terhelésre felbillen.

A 26. dbran lathato példa esetében az F, erék egy erdpart alkotnak
a talajon fellépd reakciderdvel: itt tapad a test, ezért nem mozogni fog
az F, erd hatasara, hanem forogni, pontosabban billenni. Az er6kar tehét az eré
tamadaspontja ¢s a talaj kozti oldal hossztsaga. A gravitacios eré (G) altal
kifejtett forgatonyomaték karja azonban a megfeleld F, eré hatasvonalaval
egybeesd oldal felével egyezik meg, mivel a test sulya a sulypontban (ami
a téglatest geometriai kdzéppontjaban talalhato) fellépd erdvel jellemezhetd,
és igy az er6kar a stlypont és a téglatest szélének a tavolsiga. Ez az F, eré
esetében tehat azt jelenti, hogy
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M, =Fc=Fc
(70) M, =cl-ct
. 2 2
és ezzel
M, Gb
(1) S§=—"=
M, 2Fc

A t6bbi helyzetre is kiszamitva:
(72) g Ga Ge g Ga Ge Gb

> 2Fc 7 2Fb Y 2Fb T 2Fa ° 2Fa
Konkrét szamértékekkel, példaul a=1, b =3, ¢ = 5 értékekkel ésaz F = G
esetre meghatdrozva az egyes stabilitasi értékekre kapjuk: S = 0,3,
S,=0,1,5,=0,833,S,=0,167, S, = 2,5 és S, = 1,5. Tehat erre a terhelésre
az 5. és a 6. pozicié stabil, a masik négy esetben felbillen a téglatest. A leg-
stabilabb az 5-0s, a leginstabilabb a 2-es helyzet.




6. Kényszerek

Ahhoz, hogy egy valos szerkezet nyugalomban legyen, valamilyen modon
rogziteni kell, illetve szabad elmozduldsat valamilyen modon korlatozni.

6.1. Szabadsagi fok

Egy kiterjedt sikbeli rendszer (ami legegyszeriibb esetben akar egy rad
is lehet) kétféle mozgast tud végezni: transzlacid (elmozdulés) a sikban
(egy erd hatasara) és forgas egy, a sikra mer6leges tengely koriil (egy for-
gatényomaték hatasara). Mindketté vektormennyiség, azonban a forgast,
mivel csak a sikra mer6leges tengely koriil torténhet (azaz a forgatonyo-
maték-vektor iranya adott, csak nagysaga ¢s iranyitottsaga nem) egy eld-
jeles szammal is leirhatjuk. Hasonloképpen, ha felvesziink a sikban egy
koordinata-rendszert, a szerkezet elmozdulasat okozé erévektor ennek két
(merdleges) tengelyére vett merdleges vetiilete szintén leirhato egy eldjeles
szammal. Azaz a szerkezet mozgasat befolyasolo hatasokat le tudjuk irni
harom adattal: a ra hato erdk ereddjének vizszintes ¢és fliggdleges kompo-
nensével és a forgatonyomaték nagysagaval. Mivel a statikaban egyensulyi
allapotokkal foglalkozunk, mindharom mennyiségnek nullanak kell lennie.
Ezt fejeztiik ki a 3.3. alfejezetben a harom egyensulyi egyenlettel, lasd
(22)—(24) egyenletek.

Ezt masképpen tigy mondhatjuk, hogy egy kiterjedt sikbeli rendszer-
nek harom szabadsagi foka van.

Azonban altalaban nem egyensulyi erérendszerek hatnak, a szerkezet
mégis egyenstlyban van, egyensulyban kell lennie, maradnia. Egy hidnak,
amelyre szerkezetének onstlya mellett példaul a rajta athalado jarmivek
is kifejtenek egy lefelé mutaté nyomoerdt, nem szabad ezen erdk hatasara
tomegével aranyosan gyorsulnia lefelé. Azaz az olyan szerkezetek mozgasat,
amelyekre nem egyensulyi erérendszerek hatnak, korlatozni kell.

Az erre szolgald szerkezeti elemeket kényszereknek (support) nevezziik.
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6.2. A kényszerek fajtai

A rendszerre haté nemegyensulyi erérendszerhez tehat olyan modon kell
,,hozzaadni” eréket (¢s forgatonyomatékokat, kvazi erdparokat), hogy a teljes
erérendszer egyensulyi legyen. Masképp megfogalmazva: olyan kényszere-
ket kell a rendszerbe épiteni, amelyekben a rendszerre hatd nemegyensulyi
er6rendszerrel azonos nagysagu, de ellentétes iranyitottsagu erdk (és forgato-
nyomatékok), iigynevezett reakciderdk (és reakcio-forgatonyomatékok) vagy
kényszererdk ébrednek, megakadalyozandd a rendszer mozgasat. Minden
egyes reakciokomponens egy szabadsagi fokot kot le.

6.2.1. Tamasz

A legegyszerlibb kényszer a tamasz (smooth surface support), amely lehet
sik feliiletii vagy gorbe feliiletii. A reakciderd mindig az érintkezési pontban
1ép fel, és iranya merdleges a két test érintdsikjara.

Mivel az egyes tamaszokon fellép6 erdk iranyai ismertek, csak nagy-
saguk ismeretlen, a tdmasz esetében az ismeretlen reakciokomponensek
szama 1 (vagyis a timasz 1 szabadsagi fokot kot le).

27. abra

Ilyen példaul egy hengerre fektetett pallo (27. abra) esetében a harom fel-
1€p0 kényszererd, amely egyensulyt tart a pallo fiiggdlegesen lefelé mutatod
mg stlyerejével. A stilyerd kompenzalodik egyrészt a talajban ébredg felfelé
mutato erével, masrészt a hengeren fellépé er6 fiiggdleges komponensé-
vel. Azonban éppen a pall6 ferde felfekvése miatt a hengeren fellépd ferde
iranyu er6 vizszintes komponense is kompenzalasra szorul, hogy a pall6
nyugalomban legyen. Ez torténik meg a falban ébredd vizszintes iranyu
nyomoerd altal.
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6.2.2. Gorgo

A hidaknal stirtin alkalmazott gorgds alatamasztas vagy gorg6s saru (roller)
(28. abra) az alatamasztasi sikon szabadon elmozdulhat (azaz a hozza kap-
csolodo rudon ébredd, raddal parhuzamos iranyu eréket nem tudja atvenni),
el is fordulhat egy tengely koriil (azaz forgatonyomatékot sem tud kompen-
zalni), de az alatamasztasra mer6leges iranyban nem tud elmozdulni. Ez azt
jelenti, hogy a rajta fellép6 reakciderd mindig merdleges a tamasztas sikjara.

I

28. abra

Ennek a reakciderének a nagysaga az egyetlen ismeretlen, vagyis a gorgé
1 szabadsagi fokot kot le.

A szintén hidaknal gyakran alkalmazott hengeres saru (29. abra) és csu-
sz6 saru (30. abra) gyakorlati megvaldsitasa eltérd, de fentebb ismertetett
tulajdonsagaik megegyeznek a gorgds tamaszéival.

f

29. abra

—

I

30. abra
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6.2.3. Csuklo

A fix csuklo (pin/hinge) (31. abra) azonban rogzitve van az alatamasztas
sikjaban, ezért nem csak radiranyu, de arra merdleges iranyu er6t is kom-
penzalni tud. Viszont a hozza rogzitett rud szabadon elfordulhat egy tengely
koriil, igy forgatonyomatékot nem tud atvenni.

31. abra

Azaz az ismeretlen reakciokomponensek szama 2 (vagyis a csuklo 2 sza-
badsagi fokot kot le).

Az tigynevezett bels6 csuklo azonos elven mitkodik, de ez két rudat
rogzit egymashoz Gigy, hogy egymashoz képest el tudjanak fordulni (32. abra).

A csuklos rogzitést altalaban ugy oldjak meg, hogy a rud végét atfar-
jak, és az abba helyezett csap kiallod végeit rogzitik (33. abra). Mivel a csap
a furatban ,,kotyog”, a felfekvés barmely ponton lehetséges, de egy adott
erérendszer esetében mindig hatarozott. A csukloerd iranya tetszéleges
lehet, de mindig atmegy a csuklo kdzéppontjan.

Fx

Fy

32. 4dbra

33, abra
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6.2.4. Befogas

A befogas (fixed support) (34. abra) a test szilard rogzitése valamilyen
tartoészerkezethez, példaul falhoz (befalazas). Mivel a test sem elmozdulni,
sem elfordulni nem tud, ezért a befogas mind vizszintes, mind fiiggéleges
iranyu er6t kompenzalni tud, és a test elfordulasat is megakadalyozza, ami

harom ismeretlent jelent.
M
65

1

34. dbra

Ezért a befogas ismeretlen reakciokomponenseinek szama 3 (vagyis a be-
fogas 3 szabadsagi fokot kot le).

6.2.5. Rud

A (statikai) rud (bar) (35. abra) olyan kényszer, amely mindkét végén csuk-
l16val kapcsolodik valamilyen szerkezethez, és csak a végein levo csuklokon
vesz fel er6hatast. Keresztmetszete altalaban allando, de ez nem sziikség-
szerll. A csukloknal leirtakbdl az is kovetkezik, hogy a ruderd hatasvonala
csak a csuklok kdzéppontjait 6sszekoto egyenes lehet. A két csuklon fellépo
erék iranya ellentétes, ezért a riderd iranya huzo vagy nyomo lehet.

O—)
35. abra

6.2.6. Kotél

A kényszerként alkalmazott kotelet vagy kabelt (rope / cable) (36. abra)
nyujthatatlannak, tomeg nélkiilinek és tokéletesen hajlékonynak tekintjiik.
Mindig arra fesziil, amerre az erd hlizza, azaz a rajta fellépd erd mindig
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kotéliranyu. Abban tér el a radtdl, hogy a rajta fellépé reakciderd csak
hazo6iranyt lehet.

36. abra

Itt most mindig figyelmen kiviil hagytuk a strlodas szerepét, amelyre egy
késébbi fejezetben fogunk visszatérni.

6.3. Statikai hatarozottsag és hatarozatlansag

Egy szerkezetet statikailag hatarozottnak (statically determinate) nevezink,
ha a (22)—(24) statikai egyensulyi egyenletekbdl a reakciderdk egyértel-
milen meghatarozhatéak. Ekkor a szerkezetben annyi és olyan kényszer
van, amelyek 0sszes ismeretlen reakciokomponenseinek szama megegyezik
a szerkezet szabadsagi fokainak szamaval (vagyis a kényszerek az 6sszes
szabadsagi fokot lekotik).

Példaul egy rad csukloval és egy gorgével statikailag hatarozott rendszert
alkot, mert a csukld ismeretlen reakciokomponenseinek szama 2, a gorgéé 1,
a szerkezet szabadsagi fokainak szama pedig éppen ezek Gsszege, azaz 3.

Ha a kényszerek Osszes ismeretlen reakciokomponenseinek szama
nagyobb, mint a rendszer szabadsagi fokainak szama, akkor a rendszert
statikailag hatarozatlannak (statically indeterminate) nevezziik. Amennyivel
tobb szabadsagi fokot kotnek le a kényszerek, mint amennyi a szerkezetnek
van, annyiszorosan hatarozatlan a rendszer. Egy rud a végén két csukloval
ezért 2 +2=4>3;4 -3 = l-szeresen hatarozatlan. Egy mindkét végén be-
falazott rad azonban 3 + 3 = 6 > 3; 6 — 3 = 3-szorosan hatarozatlan. Az ilyen
rendszerek tamasztoerdi tisztan statikai modszerekkel nem hatarozhatoak
meg, szilardsagtani dsszefiiggésekre is sziikség van.

6.4. Stabilitas és labilitas

Ha egy szerkezet barmilyen terhelés hatasara nyugalomban marad, a szer-
kezetet stabilnak nevezziik. Ha azonban Iétezik olyan terhelés, amelynek
hatasara a szerkezet nem tud nyugalomban maradni, akkor a szerkezetet
labilisnak (elmozdulénak) nevezziik.
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Fontos, hogy az, hogy a szerkezet szabadsagi fokainak szima meg-
egyezik a kényszerek altal lekothetd szabadsagi fokok szamaval (vagy annal
nagyobb), még nem jelenti a szerkezet stabilitasat: gondoljunk egy harom
gorgével alatamasztott tartora. Bar a tartd szabadsagi fokainak szama 3
¢és a harom gorgd 3-1=3 szabadsagi fokot képes lekotni, a szerkezet barmely,
a tartd tengelyére nem merdleges komponenst is tartalmazo erd hatasara
elmozdul oldaliranyban (37. abra). Raadasul a 37. abran lathato szerkezet
esetében még az egyes gorgdk fliggbleges iranyu reakciderdi sem hata-
rozhatéak meg a (22)—(24) egyenletekbdl, vagyis a szerkezet statikailag
hatarozatlan is. Bar egy gorgét kivéve a fiiggéleges reakciderdk szamol-
hatdak lesznek, de a szerkezet a stabilitas hianya miatt tovabbra sem lesz
statikailag hatarozott, hiszen a reakciderdk tovabbra sem tudjak biztositani
a (22)—(24) egyenletek érvényességét.

B B &

37. abra

Ha azonban az ismeretlen reakciokomponensek szama nagyobb, mint a kény-
szerek altal lekotott szabadsagi fokok szama, akkor a szerkezet biztosan labilis.






7. Kéttamaszu tartok

Két ponton megtamasztott, eré(k) és/vagy forgatonyomaték(ok) altal terhelt
rudat kéttamasz tartonak (simply supported beam) neveziink.
A kéttamasz tartoknak szamtalan miiszaki alkalmazasa van gerendaktol
kezdve tengelyeken at egészen kisebb hidakig. Poziciojuk altalaban vizszintes.
Legegyszeriibb esetben a rud a két végén van alatamasztva (38/a abra).
Ha azonban egyik vagy mindkét végén tullog az alatamasztasi pontokon,
egy- (38/b és 38/c abrak) vagy kétkonzolos (38/d abra) tartorol beszéliink.

N
PNV
VAN
PYVAR

38. abra

Sziikséges, hogy az egyik kényszer gorgd legyen, a masik csukld. Ezek
Osszesen ugyanis harom szabadsagi fokot kotnek le, vagyis a rendszer sem
nem elmozduld, sem nem statikailag hatarozatlan.

A gorgds megtamasztas célja harmas. Egyrészrol lehet6vé teszi a tartd
hosszirany méretvaltozasat, amely szarmazhat példaul hétagulasbol vagy
a tartora hato erd altali megnyulasbol. Ez jelenti a gorgé azon tulajdon-
saganak gyakorlati megvaldsuldsat, hogy az alatdmasztassal parhuzamos
iranyt er6t nem tud felvenni.

Masrészrol lehetové teszi a tarto elfordulasat. Ha a gorgd valamelyik
oldalan példaul fiiggbleges iranyu erd vagy koncentralt forgatonyomaték
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(ideal moment) hat, ez nem fesziiltségként jelenik meg a gorgo ¢és a tartd
kapcsolddasi pontjanal, hanem ehelyett a tartd egy kis szogelfordulasat
eredményezi (ezzel részletesen a szilardsagtan témakdorében fogunk foglal-
kozni). Ezt a gyakorlati tényt korabban tigy fogalmaztuk meg, hogy a goérgd
forgatonyomatékot nem tud kompenzalni.

E két tulajdonsagabol mar kovetkezik a harmadik, nevezetesen az, hogy
biztositja, hogy a ra hat6 er6 mindig az alatamasztasra merdleges iranyu
legyen (ha a két el6z6 tulajdonsag utan ez nem allna fenn, akkor nem lenne
a gorgo jelenlétének észrevehetd hatasa a tartora, azaz mindegy lenne, be
van-e épitve vagy nincs). Ez jelenti annak a gyakorlati megvalosulasat,
hogy a gorgd csak az alatamasztasra merdleges iranyu erét tud felvenni.

A felfekvések a valosagban altalaban nem pontszeriiek, azzal ellentét-
ben, ahogy az abrazolas alapjan naivan elképzelnénk, hanem gyakorlatilag
mindig sik vagy gorbe feliiletek. Két betontomb kozotti pallo felfekvése
példaul két téglalap (39/a abra), egy csapagyazott tengely¢ két hengerpalast
(39/b abra), egy gorgdé az alatamasztasan pedig egy téglalap (39/c abra); bar
az ez utobbit 1étrehozo kis deformaciot altalaban elhanyagoljuk és a tdma-
dasi ,,feliiletet” egy egydimenzios szakasznak tekintjiik.

Sy

la

39. abra

Egy feliileten megoszl6 erérendszer azonban sziikségteleniil megbonyolitja
a szamolasokat. Akkor is azonos eredményeket kapunk, ha ezeket a timadasi
feliilet stilypontjaban a megfeleld nagysagi koncentralt erdvel helyettesitjiik.

A két kényszer tavolsagat tamaszkoznek vagy fesztavolsagnak nevez-
ziik és altalaban £-lel jeloljik. A bal oldali kényszer és a tartd talalkozasi
pontjat A-val, a jobb oldaliét B-vel szoktuk jeldlni, az ott ébredd reakcio-
eréket F,-val és F_-vel.

A kéttamasz tartd szamolasaban a {6 feladat a reakciderdk és a tartd
igénybevételeinek meghatarozasa. Egy keresztmetszet igénybevétele alatt
a keresztmetszet egyik oldalan levd erérendszernek a keresztmetszetre gya-
korolt hatasat értjiik, amely lehet
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— huzas (nyomas),

hajlitas,

— nyiras vagy

— csavaras (ezt csak térbeli erérendszer idézheti eld).

7.1. Koncentralt erokkel terhelt kéttamaszu tarto

Ha egy kéttamasz tartora ismert nagysagt koncentralt er6k hatnak, a két
feltamasztason 1étrejovo reakcioerdk kozvetlentiil szamithatok. Ezek ismere-
tének nagy jelentésége van, hiszen a tamasztasokat aszerint kell kialakitani,
hogy egy adott igénybevételt elbirjanak. Az igy meghatarozott igénybevé-
tel a felhasznalhato anyagok, technologiak, kialakitasok szempontjabol is
befolyasolja a végsé konstrukciot. Emellett a tartokkal kapcsolatos tovabbi
vizsgalatokra is csak a reakciderdk ismeretében léphetiink eldre.
Nézziik ezt meg folyamataban a 40. abra példajan!

y

Fl,y
F2,y

Dalb c Idl

40. abra

Els6 1épésben az erdket felbontjuk a tartoval parhuzamos (x irany) és a tar-
tora merdleges (y iranyu) komponensekre: FoF F2 o F B Fy . Mivel
a gorgd a tartoval parhuzamos irdnya erét nem tud felvenm a parhuzamos
er6komponenseket eldjelhelyesen dsszeadva megkapjuk azt az erét, amely-
lyel azonos nagysagu, de ellentétes iranyitasu x iranyu reakciderének kell
¢brednie a csuklon (3 F, =0): F -F, +F =-F, .Ha-F, negativ,
akkorazF, er6azx tengely menten negatlv 1ranyba (balra) mutat ha—-F,
pozitiv, akkor azF, er6azx tengely mentén pozitiv irdnyba (jobbra) mutat
Azyiranyu komponensek azonban mind a gorgén, mind a csuklon ki-
valtanak egy tartora merdleges reakcioerét. Ezek nagysaganak meghataroza-
sahoz irjuk fel az egyik kényszerre (pl. az A pontra) a forgatonyomaték zérus
voltat (3M, = 0). Az ezen a kényszeren dtmend reakciderd hatdsvonaldnak
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a tavolsaga a kényszert6l 0, ezert F, | forgatonyomaték-jaruléka 0. Ismerve
az egyes tamado erdk tavolsagat a kényszerektdl, egy olyan egyenletet
kapunk, amelyben egy ismeretlen van: a masik kényszeren ébredo y iranyu
reakciderd (F, ), amely kifejezhetd:

(73) M, =0=aF ~bF, —(b+c)F, +(b+c+d)F,,

Hasonld egyenletet felirva a masik kényszerre, megkapjuk a masik reak-
ciderdt is.
(74) My=0=(a+b+c+d)F  +(b+c+d)F, +dF, —(b+c+d)F,,

Ellenérzésképpen fel szokas irni a fiiggbleges iranyu erék sszegét (3F, = 0).
Ha ez valdoban nulla, helyesen szamoltunk.

(75) FAJ + FBJ _FLy _?FZJ _FM =0
E,y + FZJ + FM = FAJ + Pl;v}'

7.2. Igénybevételi abrak

Egy tarto kialakitasahoz elengedhetetleniil fontos, hogy elvileg valameny-
nyi keresztmetszetének az igénybevételét ismerjiik. Csak igy biztosithato,
hogy a terhelések hatasara ne menjen tonkre. Bar magaval a kialakitassal
a szilardsagtan foglalkozik, az igénybevételek statikai modszerekkel hata-
rozhatok meg. Az igénybevételeket grafikusan, igynevezett igénybevételi
abrakon szoktuk abrazolni. Ehhez el6szor nézziik meg, milyenek lehetnek
az egyes keresztmetszetek igénybevételei a legegyszeri(ibb esetben, azaz
csak koncentralt erékkel terhelt kéttamaszu tartok esetében.

Ha egy tarté nyomott vagy htizott, ennek a ténynek nincs hatasa a tar-
tot igénybe vevd forgatonyomatékokra, hiszen a nyomoerdk hatasvonala
egybeesik a tartoval, azaz forgatd hatast sem tud ra gyakorolni.

Ugyanakkor azzal is tisztaban kell lenni, hogy ha egy tarté minden pont-
jaban az osszforgatonyomaték nulla, az nem jelenti azt, hogy a tart6 ne lenne
igénybe véve. Egy mérleghinta is, ha nyugalomban van, bar a ra hatd 6sszfor-
gatonyomaték nulla, a két karja ellentétes iranyban, de ugyanakkora mértékben
hajlitja a rudat az alatamasztasi pont koriil, hiszen ha massal nem is, 6nstlyukkal
terhelve vannak. Ha nem ugyanakkora lenne a keresztmetszet két oldalan hato
forgatonyomaték, akkor a tartd forogna e koriil a keresztmetszet koriil.
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Egy kivalasztott K keresztmetszet huzason vagy nyomason kiviili
igénybevételeinek meghatarozasahoz helyettesitsiik el6szor a keresztmet-
szet bal oldalan levé eréket az ereddjiikkel! Ennek az F erének a tavolsaga
a K keresztmetszettdl legyen f1 Helyezziik at ezt az erdt a K keresztmet-
szetre, azaz adjunk hozza a rendszerhez a K keresztmetszetben egy +F és —F
nagysagu er6kbdl allo erépart! Ekkor a helyettesitd F erd és a hozzaadott
—F er6 altal alkotott erépar hatasa a keresztmetszetre egy fF nagysaga
forgatonyomatékkal balrol.

A K keresztmetszet jobb oldalan talalhato eréket helyettesitsiik egy,
a keresztmetszettél g tavolsagra talalhato G erével! Ezt is athelyezve
a keresztmetszetre kapunk egy gG nagysagu forgatonyomatékot és egy
G er6t a keresztmetszeten.

A keresztmetszet egyensulya miatt a két oldalan hato forgatonyomatékok
Osszegének nullanak kell lennie, hogy a tartd ne forogjon a K keresztmetszet
koriil: fF = —gG. Tovabba a keresztmetszetre hato erdk 6sszegének is nulla-
nak kell lenniiik, hogy a keresztmetszet nyugalomban legyen: F=—G. Ez azt
jelenti, hogy egyensulyban levé tartora annak mindkét oldalan azonos nagy-
sagu, de ellentétes iranyt eredd erének és forgatonyomatéknak kell hatnia.

Ennek a fF és gG ,,forgatdnyomatékparnak™ az egyik tagjat nevez-
ziik hajlitonyomatéknak, mert ez az a hatas, amely balrol és jobbrdl azonos
mértékben, de eltérd iranyban hajlitasra veszi igénybe a tartot.

A K keresztmetszetre hato F és G erd nyirdhatast fejt ki a kereszt-
metszetre. Ez azt jelenti, hogy a keresztmetszetet terheld nyirderépar alapja
a keresztmetszet egyik oldalara es6 erdk dsszege.

Tehat az el6bbickben elmondottak alapjan harom kiilonb6z6 igénybe-
vételi abrat kell felrajzolnunk, amelyeken a tartd harom szabadsagi fokanak
megfeleld igénybevételeket abrazoljuk. Ezek az x irany erdk hatasat bemu-
tatd nyomoderdabra (N), az y iranyu er6k hatasat abrazold nyirderéabra (V)
és (nem a forgatdnyomaték, hanem) a hajlitonyomatéki abra (M,).

7.2.1. A nyomoerddbra

A nyomoerdabra (axial force diagram) felrajzolasanal tehat csak az x iranyu
erdket vessziik figyelembe. A tart6 bal oldali végérdl indulunk, itt a nyomo-
er6 0, mivel szabad végen a nyomoerd mindig nulla.

Nyomott rud igénybevételét negativ, a huzott rud igénybevételét pozitiv
eldjellel abrazoljuk. Jelen példaban ,,érezziik”, de grafikusan is ki fog jonni,
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hogy a tarté az F, er6 és az F, er6 tdmadaspontja kozott nyomott (a csuklo
¢s F, kozott er6sebben, mint F| és a csuklo kozott), az F, er6 és az F, erd
tamadaspontja kozott hiuzott.

Az abrazolas soran a tartd mentén balrdl jobbra haladunk, és amikor
x iranyu eré tamadaspontjahoz ériink, ott a fiiggdéleges tengelyen elmozdulunk
annyit, amekkora az ott talalhaté nyomoer6 az (altalunk felvett) erdlépték
alapjan. Az x tengely pozitiv iranyaba mutato erd esetében lefelé, negativ
iranyaba mutato erd esetén felfelé 1épiink a 1épték szerint. Ha a tartd egy
szakaszan nyomott, ott a nyomoerdabra negativ lesz, ha huzott, pozitiv.
Minél nagyobb a tartd adott szakaszara haté nyomoerd, annal tavolabb van
az abra adott pontja az N abra nullszintjétol.

Két tamadaspont k6z6tt vizszintes vonalat huzunk, és csak a kovetkezo
(kiils6 vagy reakcio-) erénél mozdulunk el folfelé vagy lefelé. Az egész
tarton végigmenve, minden hizo- és nyomoerdt ezen a modon abrazolva
a tarto jobb végére érve ismét 0-hoz kell jutnunk (41. abra).

y

N

L B

y
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F1x A‘FZX F; X
N +‘ ‘ ‘ } }
41. ébra

Ha a tartd bal oldali végén van a csuklo, és ezért itt fellép egy x iranyu
reakcioerd, vagy itt hat egy koncentralt kiils6 erd, akkor, bar 0-bdl indulunk,
azonnal egy fel- vagy lelépéssel kezdiink, akkora mértékben, amekkora
az er6 nagysaga. Ha a tartd jobb oldali végén talalhatd egy koncentralt
erd vagy a csukld reakcidereje, ideérve az erével aranyosan elmozdulunk
a megfeleld iranyba, és ekkor kell 0-ba érkezniink.
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Természetesen a tarto jobb oldalarol indulva egy ekvivalens igénybe-
vételi abrat kapnank.

7.2.2. A nyiroeréabra

A nyiréeréabra (shear force diagram) felvételénél hasonldan jarunk el, mint
a nyomoeronél, csak itt az y iranyt eréket vessziik figyelembe.

A tartd bal oldali végén a nyiroerd nulla, mivel szabad végen vagyunk
(kivéve, ha itt hat egy kiils6 vagy egy reakcioerd). Innen indulva és a tartd
mentén jobbra haladva minden egyes y iranyu eré tamadaspontjaban annyit
mozdulunk el a fiiggdleges tengelyen, amennyi az ott talalhato nyiréerd
az (altalunk felvett) er6lépték alapjan. Folfelé mutatd erd nyirderejét pozi-
tivnak, lefelé mutato eré nyiroerejét negativnak vessziik.

Két tamadaspont k6z6tt vizszintes vonalat hizunk, és csak a kovetkezo
(kiils6 vagy reakcio-) er6nél mozdulunk el folfelé vagy lefelé. Az egész
tarton végigmenve, minden nyiroerét ezen a modon abrazolva a tarto jobb
végére érve ismét 0-hoz kell jutnunk (42. abra).
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Ha a tarto bal oldali végén van az egyik kényszer, és ezért itt fellép egy
yiranyt reakcioerd, vagy itt hat egy koncentralt kiilsé erd, akkor, bar 0-bol
indulunk, azonnal egy fel- vagy lelépéssel kezdiink, akkora mértékben,
amekkora az erd. Ha a tarto jobb oldali végén talalhatd egy koncentralt erd
vagy egy kényszer, ideérve az erével aranyosan elmozdulunk a megfeleld
iranyban, és ekkor kell 0-ba érkezniink.

A tartd jobb oldalarol indulva itt is egy ekvivalens igénybevételi abrat
kapnank, mindéssze az eldjelek lennének forditottak, ami csak konvencio
kérdése.

7.2.3. A hajlitonyomatéki abra

A hajlitonyomaték egy adott keresztmetszetre, ahogy az alfejezet elején lat-
tuk, nem a keresztmetszetre hato dsszforgatonyomaték, hanem csak az egyik
oldalan hat6 forgatonyomatékok 6sszege.

Els6 1épésben a jellegzetes pontokban hatarozzuk meg a hajlitonyoma-
tékot: az egyes nyirderék tamadaspontjaiban. Ennek mddja, hogy az adott
nyiroer6tdl balra vagy jobbra levé erék forgatonyomatékat szamoljuk,
azaz a t6le balra vagy jobbra levé egyes erék nagysagat beszorozzuk azok
tamadaspontjanak origotol vett tavolsagaval, és ezeket a szorzatokat el6-
jelhelyesen 6sszeadjuk.

Az elgjelkonvencio a kovetkezo: ha a keresztmetszetet, amelyre a hajli-
tonyomatékot szamoljuk, lerdgzitve az adott forgatonyomaték tigy hajlitana
meg a tartot, ahogy az 6nsulya alatt is meghajolna, akkor a hajlitonyomaték
pozitiv. Ha ellentétesen, akkor negativ (43. abra).

A A

43, abra
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Fontos, hogy csak az adott keresztmetszettdl balra vagy jobbra levé erdket
kell figyelembe venni, magat az adott keresztmetszetben hato erét nem,
hiszen annak hatasvonala egybeesik a keresztmetszettel, ezért nem gyakorol
r4 forgatonyomatékot. Eppen ezért abban a keresztmetszetben, ahol a bal
sz€Is6 erd hat, és a tdle balra levd dsszes keresztmetszetben a hajlitonyoma-
ték nulla. Hasonldan zérus a hajlitobnyomaték abban a keresztmetszetben,
ahol a jobb sz¢€1s6 erd hat, és a tdle jobbra levo dsszes keresztmetszetben is.
Tart6 szabad (azaz nem befalazott) végén a hajlitonyomaték mindig nulla.

Ha meghataroztuk ezekben a jellegzetes keresztmetszetekben a hajlito-
nyomatékot, akkor ezeket felmérjiik a hajlitonyomatéki abrara ([bending]
moment diagram) az (altalunk valasztott) 1épték alapjan. A pozitiv hajlito-
nyomatékot felfelé, a negativ hajlitonyomatékot lefelé mérjiik f6l, bar néha
a fliggbleges tengely iranyitottsaga forditott, ezért mindig oda kell figyelni
az elgjelekre, melyiket merre mérjiik.

Utolsoé 1épésként ezeket a pontokat egy-egy egyenes szakasszal Ossze-
kotjiik (44. abra).

y
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7.2.4. A Zsuravszkij-tétel

Miért egyenes szakasszal kotjiik 6ssze?
Eztkétféle modon is meg lehet indokolni. El6sz6r induljunk el az F, , eré-
t6l. Ennek tamadaspontjaban az altala kifejtett hajlitonyomaték 0. Jobbra
haladvaaz F,  er6nek az egyes keresztmetszetekre kifejtett hajlitonyomateka
egyenesen aranyos azF, er6 timadaspontjanak a kérdéses keresztmetszettol
mért tavolsagaval, hlszen a hajlitonyomaték képletében F allando a tavol-
sag pedig linearisan novekszik. Ennek a linedris osszefuggesnek a grafikus
megjelenitédése az, hogy a hajlitonyomaték két koncentralt er6 kozott egy
linearis fliggvény szerint valtozik.

A masodik magyarazata a linearis fliggésnek az a koriilmény, hogy
ennek a tartonak az eréviszonyai egy sokkal altalanosabb 6sszefiiggésnek
a specialis esete.

Vegyiink egy tetszbleges kéttamaszu tartot, amelyet terheljen(ek) kon-
centralt eré(k) és tetszéleges fiiggvény szerint valtozo q(x) megoszlo erd-
rendszer (45. dbra). Vegyiink fel egy K, keresztmetszetet a két alatdmasztas
kozott az altalanossag kedvéért Gigy, hogy a megoszlo erérendszer hasson
K -re is. Jeloljiik a K, keresztmetszet baloldali kényszertél valo tavolsa-
gat x-szel! Helyettesitsiik a megoszl6 erérendszer K -tél balra esd részét
a megfelelé koncentralt erével, majd ezt és a K -tél balra levdé koncentralt
erbket (illetve azok y iranyu komponenseit) azok ereddjével, amelyet jeldl-
jlink V-vel. Jeloljiik a V erd K -t6l valé tavolsagat x-szel. Ekkor 4thelyezve
a V erét K -be, azt kapjuk, hogy K -et egy V nagysagli nyiréerd és egy
xV =M, hajlitonyomaték terheli.
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45. abra

Vizsgaljuk a tartd egy dx széles szeletét, amelyet balrol a K, jobbrol egy
K, keresztmetszet hatarol. Mivel dx # 0, ezért a K_-t terheld nyiroerd és haj-
litonyomaték nem egyeznek meg a K -et terhel6kkel, hanem azoktél egy
kicsit kiilonbozé V + dV és M, + dM, nagysaguak. A kivagott ridelem kis
hosszabol kovetkezden a rajta levé megoszlo erérendszer nagysagat kons-
tans g-nak tekinthetjiik.

A tartd egyensulyabol kovetkezik, hogy nem csak egésze, hanem min-
den része is egyensilyban van. Felirhatjuk tehit a K, keresztmetszetre:

(76) MK2=0=Mh—(Mh+th)+de+qu%
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Az utolso tagot elhanyagolhatjuk, mivel (dx)’ masodrendtien kicsi (,,nagyon
kicsi a négyzeten”). Rendezve kapjuk:

dM,
dx

(77) =V

Ez a Zsuravszkij-tétel?, amely azt mondja ki, hogy az adott keresztmetszeten
fellépd nyirderd a hajlitonyomaték hely szerinti derivaltja.

Ha az adott keresztmetszetbeli nyirderd a keresztmetszet egyik olda-
lan levo erdk dsszege, akkor ott, ahol nem hat er a tartora, a nyirberéabra
konstans fliggvény szerint halad. A konstans fliggvény egy linearis fligg-
vény derivaltja, azaz a Zsuravszkij-tétel alapjan a hajlitobnyomatéki abranak
itt linearis fliggvény szerint kell valtoznia.

7.2.5. A veszélyes keresztmetszet

Tart6 veszélyes keresztmetszete az a keresztmetszet, ahol a tartot a leg-
nagyobb hajlitonyomaték terheli.

Koncentralt erékkel terhelt tartok esetében veszélyes keresztmetszet
valamelyik er6 hatasvonalaban biztosan talalhato.

Azonban olyan keresztmetszetekre is hathat ezzel az értékkel azonos
nagysagu hajlitonyomaték, ahol semmilyen eré nem hat a tartora. A 46. abran
lathato szimmetrikus tarto esetében példaul mindkét kényszerben egy, a ter-
helé F erdkkel ellentétes iranyt, de azonos nagysagl reakcioerd ébred.
Ezek hatasvonalan talalhato veszélyes keresztmetszet, mert itt a hajlito-
nyomaték-fliggvénynek maximuma van. De ez csak egy lokalis maximum,
hiszen a két kényszer k6z6tt mindenhol azonos nagysagu a hajlitonyomaték:
itt a hajlitonyomaték-fiiggvény konstans. Azaz a tartonak minden kereszt-
metszete veszélyes keresztmetszet a két kényszer kozott.

2 Dmitrij Ivanovics Zsuravszkij, Jmutpuii Banosuu XKypasckuit (1821-1891), orosz

mérndk
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46. abra

A Zsuravszkij-tétel a veszélyes keresztmetszet meghatarozasat is egyszerti-
siti: ahol a nyir6eréabra metszi a nullvonalat, ott a hajlitobnyomatéki abranak
sz€lséértéke kell, hogy legyen, hiszen ahol a derivaltfiiggvény nulla értéket
vesz fel, ott az eredeti fliggvénynek széls6értéke van. Természetesen ez a sz¢l-
so¢érték nem feltétlentl globalis, ahogy azt a 42. és 44. abrak 6sszevetésébol
is lathatjuk (47. abra). Ez a tulajdonsag kés6bb még nagy segitségiinkre lesz
abban, hogy bonyolultabb szerkezeteknél is meg tudjuk hatarozni a veszé-
lyes keresztmetszet helyén tal az ott fellépd hajlitonyomatékot is.

V+

47. abra
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7.3. Megoszlo erorendszerrel terhelt kéttamaszu tarté

Bar egy tartd Onstlya egy teljes hosszan hatdé megoszld erérendszernek
felel meg, ezt el szoktuk hanyagolni, ha a ra haté egyéb er6hatasok mellett
nem jelents. Ha ez igaz, akkor egy lefelé (negativ y irdnyba) mutatoé q meg-
0szlo erérendszerrel a hosszon terhelt kéttamasza tartd kevés kivételtol
eltekintve a koncentralt er6knél megismert modszerek alapjan kénnyen
kezelhet6. Szoritkozzunk most a tartd mentén konstans nagysagu megoszlo
erérendszerekre.

7.3.1. Megoszlo erdrendszer nyiroereje

Ha a tarto azon részén, amelyen a megoszl6 erérendszer hat, nem hat kon-
centralt erd, akkor a megoszlo erérendszert a megfelelé koncentralt erével
helyettesitve a tarto reakcioerdi szamolhatok (48. abra).

q
AV b A a 2 c 2 °

Fa ‘

Fal —ga

d

48. abra

A nyiroeréabran a megoszl6 erérendszer két sz¢€1s6 pontja a Iényeges, ame-
lyek ismeretében mar a teljes abrat fel tudjuk rajzolni. Tegytik fel, hogy a bal
oldali végpontban kiszamoltuk a nyirder6 nagysagat, legyen ennek értéke F.
A megoszlo erérendszer az adott a tavolsagon ga nagysagu koncentralt
erének felel meg. A megoszld erérendszer jobb oldali végpontjaban tehat
anyirderdt iigy szamolhatjuk, ha F-bdl ezt kivonjuk: F — qa. Mivel a meg-
0szl6 erérendszer két végpontja kozotti keresztmetszetek esetében a tartd
adott keresztmetszett6l balra talalhato er6k Ossznagysaga a tavolsaggal
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linearisan valtozik (a qa szorzatban q allandd €s a a linearisan valtozo
tavolsag), a kiszamolt F és F — qa értékeknek megfeleld pontokat egy egye-
nes szakasszal kotjiik 6ssze.

A 48. abra példajanal maradva, az is meghatarozhato, hol metszi
a nyiroeréabran a megoszl6 erérendszerhez tartozé ferde szakasz a null-
tengelyt. Ehhez felhasznaljuk, hogy a ferde szakasz két hasonldé harom-
szoget hozott 1étre, ugyanis belsd szogei azonosak, hiszen egy-egy szogiik
derékszog, egy-egy szogiik valtoszog, egy-egy szogiik cslicsszog. Az egyik
magassaga F,, alapja d, a masik magassaga F, —qa, alapja a — d, amelyek-
kel felirhato a

i_FA—qa

78
7 d a—d

egyenlet, amelybdl az egyetlen ismeretlen, d, a zérushely pozicioja kifejez-
heté. Ebben a tavolsagban lesz a veszélyes keresztmetszet.

7.3.2. MegoszIo erdrendszer hajlitonyomatéka

A 49. abran lathato a hajlitonyomatéki abra. Itt mindéssze a megoszld erd-
rendszer két végpontjaban kell kiszamolni a téliik balra, illetve jobbra levo
erék hajlitonyomatékat, és ezt a két pontot egy masodfokt parabolaval

6sszekotni. Masodfokuval, hiszen a (77) egyenlet alapjan itt egy linearis
fliggvény integraljanak kell megjelennie, ami kvadratikus.

q
F%b A a 2 C A FB

cFs

aF

M h,max
49. abra
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Sziikséges azonban, hogy az els6- és a masodfokt szakaszok folytonosan
menjenek at egymasba. Ez is a nyirderdabra fliggvénymenetébol kovetkezik:
mivel a nyiroer6abranak a megoszl6 erérendszer bal oldali végpontjaban
ajobb és bal oldali hatarértékei azonosak, primitiv fliggvényének (ami a haj-
litonyomatéki abra) ebben a pontban nem lehet sem szakadasa (ugrasa),
sem torése. Visszafelé gondolkodva: a nyirderdabra, a derivaltfiiggvény,
azaz az eredeti figgvény meredekségét mutato fliggvény csak akkor lesz
egy pontban folytonos, ha az eredeti fliggvénynek ebben a pontban nincs
sem szakadasa (ugrasa), sem torése. Ugyanez az érvelés igaz a megoszlo
erérendszer jobb oldali végpontjara is.

A (78) egyenletbdl szamitott d pozicioban a nyirderdabranak zérushelye
van, itt a hajlitonyomatéki abranak (lokalis) sz¢élséértéket kell felvennie, ami
esetiinkben a globalis széls6érték is, a maximalis hajlitobnyomaték értéke
is kiszamithato:

a—

zd(ﬂ—d)q

I My = (b+d)Fy =5 dy = (a—d+c) -

o4

7.4. Vegyes terhelésii kéttamaszu tarto

Ha egy tartéra koncentralt er6(k) és megoszlo erérendszer(ek) is hat(nak),
a tartot vegyes terheléstinek nevezziik. Ha koncentralt eré tamadéaspontja
nem esik megoszl6 erérendszer tamadasi feliiletére, a megoszl6 erérendszert
a megfelelé koncentralt erével helyettesitve a tartdé az eddig elmondottak
alapjan konnyen szamithato.

74.1. Vegyes terhelésii kéttamaszu tartora hato nyiroerok

Ha a tartd azon a hosszusagu részén, ahol a q megoszlo erérendszer hat,
hat egy G koncentralt erd is (akar kiils6 erd, akar valamelyik kényszerben
¢bred6 reakciderd), a nyirderéabran lesz egy szakadas (ugras) a megoszlo
erdrendszert jellemz0 ferde linearis szakaszon a koncentralt er tamadas-
pontjanal. Ennek az ugrasnak a mértéke megegyezik a koncentralt erd (y ira-
nyu komponensének) nagysagaval (és iranyaval). Azaz ha a megoszlo er6-
rendszer bal oldalan a nyiroeré F, akkor jobb oldalan F —qa £ G, a G er6
iranyatol fliggden.
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Ha a G koncentralt er6 tamadaspontja az a tavolsagon megoszlo6 erérend-
szer bal oldali végétdl b tavolsagra van, akkor a nyiroerd értéke a megoszlo
erérendszer bal oldali végétdl a tamadaspontig linearisan F-r6l F — qb-re
csokken, a tamadaspontban F — qb-rél F — qb + G-re ugrik (G iranyatol
fliggden), majd innen Gjra linearisan F —gqa = G -re csokken.

Az 50. dbra példdjan G = F a gorgdn fellépd reakcioerd, de a reakcio-
erdk iranya fligg a megoszl6 erérendszer pontos tamadasi feliiletének pontos
helyzetétdl, ezért mindig meg kell ket pontosan hatarozni. Ha ugyanis
b < a-b, akkor az F, reakcioer6 lefelé mutaté lesz (50/a dbra), ha viszont
b > a — b, akkor felfelé mutato (50/b abra).

Fa '%FB Fa Fs

q’ a q' » a )'a
q'bql' 1 b I q
| Fa-ga+Fs (=0) Fa ~Fa-qb+Fs
Sl
_ N
—LFA | | | _,FA_qb\/| |

—FA—qa+ Fs (: 0)
/a /b

50. abra

Ez intuitivan is kitalalhato Ggy, hogy elképzeljiik, mi lenne, ha a tartod
nem merev, hanem szilard test lenne. Milyen lenne ekkor a deformacioja?
Gondoljunk a tartora a gorgé kornyezetében tigy, mint egy mérleghintara,
¢és hasson ra a q megoszl6 erérendszer. Ha ennek nagyobb része hat a gorg6-
tol balra, akkor a tarto kozepe lehajlik, azaz a csuklonak egy felfelé mutato
erével kell ezt a lehajlast kompenzalnia. Ha viszont a gorg6tdl jobbra hat
anagyobb része, akkor a gérg6tdl balra esd rész nem tudja ezt a hajlitohatast
kompenzalni, és a két kényszer k6zott a rud felfelé hajlik, azaz a csuklonak
,lefelé kell hiiznia” a tartét, azaz egy fiiggélegesen lefelé mutato erét kell
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kifejtenie a tartora. Ezek a hipotetikus deformaciok az 50. abran szaggatott
vonallal vannak abrazolva.

A nyirderéabranak tehat egy vagy két zérushelye lesz: vagy csak
az F, er6 timadaspontjandl, vagy a (78) egyenlet alapjan meghatarozhato
helyen is. Ezek lesznek tehat a hajlitonyomatéki abra lokalis szélséérték-
helyei, ¢és az egyik lesz a veszélyes keresztmetszet helye.

7.4.2. Vegyes terhelésii kéttamaszu tartora hato
hajlitonyomatékok

A hajlitobnyomatéki abra egyes szakaszai egymashoz képesti menetének
pontos felrajzolasahoz nagy segitséget nyujt a nyirderdabra.

Balrol a megoszl6 erérendszer bal oldali végpontjaig a fliggvény line-
aris, el6jele a 43. abra alapjan meghatérozhato. Jobbrol az F reakciderd
tamadaspontjaig parabola. Ennek jobb oldali végpontjara is igaz, amit a deri-
valtfiiggvény folytonossagarol a 7.3.2. alfejezetben elmondtunk, azaz itt
nem ) alaku lesz a fiiggvény menete, hanem (alaku, hiszen 0-rol infinite-
zimalis ndvekménnyel indul a ndvekedése a megoszl6 erérendszer tamadas-
feltileténél. A megoszl6 erérendszer bal oldali végpontjaban szintén nincs
sem szakadasa, sem toréspontja a fiiggvénynek, hiszen ott koncentralt erd
nem hat, igy a meredekségnek folytonosan kell valtoznia.

Ezzel szemben az F, reakcioeré tamadaspontjaban a nyiroeréfiiggvény
ugrik, rdadasul negativbol pozitivba. Ebbol kovetkezik, hogy a hajlitonyo-
matéki abranak itt meredekséget kell valtania, azaz a fliggvénynek torés-
pontja lesz. Ez azt jelenti, hogy mivel jobbrol balra haladva eddig a pontig
a fliggvény monoton csokkend volt, itt monoton névekedové kell valtoznia.
Ugyanakkor alakjanak tovabbra is masodfokt parabolanak kell maradnia,
valamint a megoszld erérendszer bal oldali végpontjaba folytonosan kell
érkeznie.
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[a ]

Fa

b
(2 - b) FA'\ 7 Mh,max,l

M h
Mh,max,z
/b

N

51. abra

Ezt lathatjuk az 51. abran: mig az /a esetben ez viszonylag egyszeriien
megrajzolhatd, a /b esetben a fiiggvénynek ezen a szakaszan eldjelet is
kell valtania, és az 50/b nyiroeréabra masodik zérushelyénél a hajlito-
nyomatéknak a masodik lokalis szélséértékét is fel kell vennie. Mig tehat
az /a esetben a veszélyes keresztmetszet helye egyértelmi, és igy a hajli-
tonyomaték ott felvett értéke konnyen szamolhato, a /b esetben mindkét
lokalis szélséérték konkrét értékét ki kell szamitani, hogy meg tudjuk
mondani, melyik a veszélyes keresztmetszet, hiszen az fligg a tarté mére-
teitdl és a terheléstdl is.

A 48-51. abrakat itt egyben is lathatjuk, szemléltetend6 a Zsuravszkij-
tételt: a nyirderéabra nulla, konstans és linearisan valtozo szakaszainak
a hajlitonyomatéki abran nulla, linearis és masodfoku fiiggvényalakok
felelnek meg; ahol a nyirder6abranak ugrasa van, ott a hajlitonyomatéki
abranak toréspontja. De lehet-e a hajlitonyomatéki abran szakadasi pont
ugy, hogy az a nyirderéabran ne jelenjen meg, mert a szakadasi pont jobb
¢s bal oldalan a hajlitonyomatéki fiiggvény meredeksége azonos?
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I
- AH

A

A 48-51. abrak egyben

7.5. Koncentralt forgatonyomatékkal terhelt kéttamaszia
tarto

Amennyiben az el6zéekben targyaltakon til egy koncentralt forgato-
nyomaték is van a tarton, ezt a reakciderdk szamitasanal figyelembe kell
venni. Mivel ez mar eleve egy forgatonyomaték-jellegii mennyiség, egy
adott keresztmetszetre (jelen esetben a két kényszerre) felirt M, = 0
egyenletben a megfeleld eldjellel (1asd 43. abra) figyelembe kell venni egy
egyszerl additiv tagként (azaz mar semmilyen tavolsagjellegi mennyi-
séggel nem kell beszorozni).

A koncentralt forgatonyomaték jelenléte jellegbeli valtozast a hajlito-
nyomatéki abran fog csak okozni. Mig a nyiroeréabranak csak az aranyai
valtoznak meg hatasara, a hajlitbnyomatéki abran ugrast okoz a tamadas-
pontjaban (a megfeleld eljellel). Emiatt a hajlitonyomatéki abra fiiggvénye
az eddigiektdl eltéréen nem lesz folytonos, hanem a koncentralt forgato-
nyomatéknal szakadasi pontja lesz (52. abra).
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52. dbra

Honnan szarmazhat koncentralt forgatonyomaték? Gyakran eléfordul, hogy
a tartdhoz keresztiranyban egy fliggdleges rudat mereven kell rogziteni (pél-
daul hegesztéssel). Ha erre a ridra az 53/a abran lathatéan Gigy hatnak erdk,
hogy aF, =bF, akkor pusztdn egy koncentralt forgatonyomaték hat a tartora.

Ha ez az egyenldség nem igaz, akkor egy eredd erd is megjelenik
a tartoban, vele parhuzamosan, azaz egy nyomo- vagy hizéerd fog hatni
a tartéra, amely a csuklonal kompenzalodik. Az 53/b abra ennek sz¢ls6-
séges esete, amikor csak az egyetlen F erd hat a merdleges rudra. Ennek
a rud tengelyében fellépd, azonos nagysagu, de ellentétes iranyitottsagi
ellenereje az el6bbi esethez hasonloan hiizasra vagy nyomasra is terheli
a tartot. A +F —F erépar pedig a merdleges rud érintkezési pontjaban 1ét-
rehozza a koncentralt forgatonyomatékot.

> )
Fi1—F> b’ M=aFi1+bF; F aI F
xJ
Z§< g 2 L mZar g

F
! /a /b

53. abra






8. Egyik végén befogott tarto

Ha egy tartot az egyik végén befalazunk, az megakadalyozza a tarto viz-
szintes és fiiggdleges elmozduldsat, valamint elfordulasat is a befogas
helyén. Ez harom ismeretlen reakciokomponenst jelent, azaz az igyneve-
zett egyik végén befogott tartd (cantilever beam / fixed beam) statikailag
hatarozott. Ha a tartohoz még kapcsolodik kényszer (példaul a végén
egy gorgd), a rendszer mar statikailag hatarozatlan lesz a haromnal tobb
reakciokomponens miatt, és csak szilardsagtani megfontolasok segitsé-
gével lesz megoldhatd.

A statikai hatarozottsag miatt barmilyen sikbeli erérendszerrel terheljiik
is a tartot, a reakciok, amelyek mindegyike a falban ébred, a (22)—(24) egyen-
letek alapjan meghatarozhatok. A falban ébredd vizszintes és fliggdleges
iranyu reakciderd nagysaga megegyezik a tartora hat6 erék vektori dssze-
gével, iranyitottsaga pedig ellentétes azokkal. Hasonloan, a tartora hato
hajlitobnyomatékokkal azonos nagysagu, de ellentétes iranyitottsagu reak-
ci6-hajlitonyomaték ébred a falban.

Hasson az 54. abran lathato tartora egy q megoszl6 erérendszer és o sz0g-
ben egy F koncentralt erd. A falban ébredd vizszintes és fiiggbleges reakcio-
erbket F -szel és Fy-nal, a forgatonyomatékot M-mel jeloljiik.
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(b +c)/2
N -
V-
M;, -

54. dbra
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Az F er6t merdleges komponensekre bontva megkapjuk az F_nagysagat:
F =Fcosa.

A b+c hosszi vonalon hat6 g-t helyettesithetjiik egy Q = (b+¢) g nagy-
sagu koncentralt erével a tamadasi vonal felénél, (b+c) / 2-nél. Ezekbdl
kiszamithatjuk F nagysagat:

(80) F,=Fsin(a)+Q

A fal altal kompenzalando hajlitonyomatéknak a fiiggbleges iranyu eréknek
a falnal okozott hajlitonyomatékaval kell azonos nagysagtinak, de ellentétes
iranytnak lennie:

@1) M =~{~(a+b)Fsin(a)-[a+(b+c)/2]|Q}

Az igénybevételi abrak koziil a nyomoerd- és a nyirderdabra felrajzolasa
a korabban elmondottak alapjan egyértelmii. A hajlitonyomatéki abra
pontos felrajzolasahoz azonban érdemes a kovetkezdkre figyelni. A sza-
bad végen a hajlitonyomaték mindig nulla. Erdemes a lényeges pontokban
a hajlitonyomatékot jobbrdl balra haladva felvenni, azaz mindig jobb oldali
hajlitonyomatékot szamolni. Az F er6 tamadaspontjaban a hajlitdbnyoma-
téki fiiggvény folytonos, mivel bar a nyirderéabranak ebben a pontban
szakadasa van, a szakadasi pont jobb és bal oldalan a nyirderd-fiiggvény
meredeksége azonos. Ugyanakkor az F erd tamadaspontjaban a hajli-
tonyomatéki fliggvénynek toréspontja van, mivel itt a nyirder6abranak
szakadasi pontja van (a falhoz kdzelebbi részen a parabola meredekebb).
Ezzel szemben a megoszlo erérendszer bal oldali végénél a nyirderd-
abra fliggvényében csak egy torés van, maga a fliggvény folytonos, ezért
a hajlitonyomatéki abra is azonos meredekséggel megy at a megoszlo
erérendszernek megfeleld masodfokt parabolabdl a terheletlen szakaszt
jellemz6 linearis fliggvénybe.






9. Sikbeli 0sszetett szerkezetek

A gyakorlatban sokszor alkalmaznak olyan sikbeli szerkezeteket, amelyek
kényszerekkel, altalaban csuklokkal 6sszekapcsolt rudakbol allnak. A ,,sik-
beli” jelz6 itt azt jelenti, hogy a rudak egy sikban vannak. Ha egy ilyen
szerkezet csak a csukloknal kap terhelést, vagyis a rudakban csak rudiranyt
erék ébrednek (azaz statikai rudak), akkor racsos szerkezetnek nevezziik.
Ha mashol is kap terhelést, akkor csuklos szerkezetrdl beszéliink, amelyben
a rudak nem statikai rudak. Bar ez a két szerkezet a rudak igénybevétele
szempontjabdl jelentds eltéréseket mutat, mindkét esetben fel tudjuk irni
a (22)—(24) harom egyensulyi egyenletét, amelyekbdl harom reakciokom-
ponenst hatarozhatunk meg. Ha az ismeretlen reakcidkomponensek szama
éppen 3, a szerkezet statikailag hatarozott; ha kisebb, mint 3, akkor statikai-
lag ttlhatarozott; ha pedig nagyobb, mint 3, akkor statikailag hatarozatlan.

9.1. Racsos szerkezetek

A racsos szerkezeteket (truss) haromszogekbdl, harom-harom surlodas-
mentes csukloval 6sszekapesolt merev radbol épitjiik fel. A haromszogek
alkalmazasanak célja, hogy a szerkezet alaktarto legyen, azaz semmilyen
er6 hatasara ne valtoztassa meg az alakjat. Bar a rudakat a valosagban nem
csuklokkal, hanem szegecseléssel vagy hegesztéssel szoktak dsszekapesolni,
a kovetkezokben ezzel a kozelitéssel fogunk élni. Egyszeriisége ellenére
az ebbdl a modellbdl kapott eredmények nagyon jo egyezést mutatnak a sok-
kal bonyolultabb, ezért nehezebben szamolhato, de pontosabb modellekbdl
kapott eredményekkel.

A rudakat jellemzden szamokkal, a csuklokat (csomopontokat) nagy-
betlikkel szoktuk jeldlni.

Egy racsos szerkezetet elméletben ugy épithetiink fel, hogy egy kiin-
dulasi haromszoghoz (55/a abra) Gjabb rudakat és csuklokat adunk. A rudak
szamat r-rel, a csuklok szamat cs-vel jelolve ez azt jelenti, hogy eldszor
r=23¢és cs = 3. Az elsO Iépésben két rudat és egy ezeket dsszekapcsold
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csuklot kell hozzaadnunk a szerkezethez, hogy két haromszoget kapjunk
(55/b é&bra), igy r =5 és cs = 4 lesz.

/a

/b

55. abra

A statikailag hatarozott szerkezetekre igaz, hogy
(82) r=2c-3

Megvizsgalva ezt a két emlitett szerkezetet, az talaljuk, hogy a (82) 6ssze-
fliggés teljesiil rajuk: 3 =23 — 3 és 5 =2-4 — 3. Hozza kell azonban tenni,
hogy ez a statikai hatarozottsagnak csak sziikséges, de nem elégséges felté-
tele, azaz Iéteznek olyan, statikailag nem hatarozott szerkezetek, amelyekre
az Osszefiiggés fennall.

Ennél a pontnal két lehetdségiink van tovabb bdviteni a szerkezetet.
Az 56/a abran lathatd szerkezet ekvivalens az 55/b abran lathatdval. Ehhez
két rudat és egy ezeket dsszekapcsolod csuklot adva az 56/b abra szerint r=7
és cs =5 lesz. Ezekkel az értékekkel felirva a (82) osszefliggést, azonossagot
kapunk. Azonban az 56/c abran lathaté modon pusztan egy ruddal bovitve
a szerkezetet r = 6 ¢és c¢s = 4 lesz, amely értékeket a (82) Osszefiiggésbe
behelyettesitve nem kapunk azonossagot, 6 > 2-4 — 3. Ez azt jelenti, hogy
ez a szerkezet statikailag talhatarozott.

la /b
56. abra

Ic
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A racsos szerkezetek szamitdsa a szerkezet tdmasztoerdinek €s az egyes
ruder6knek a meghatarozasat jelenti. Mivel a szerkezet egyenstlyban van,
areakciderdket altalaban a szerkezetre hato kiilsé erérendszer egyenstlyabdl
hatarozzuk meg. Ekkor a racsos szerkezetet egyetlen merev testnek tekint-
jiik, és a ra hato kiils6 eréket az ereddjiikkel helyettesitve tudjuk szamolni
a tamasztoerdket.

A ruderdk szamitasakor azt hasznaljuk fel, hogy az egyenstlyban levé
rendszer minden részrendszere, azaz az egyes rudak is egyenstlyban vannak,
vagyis minden rad végén azonos nagysagu, de ellentétes iranyitottsagu eré
hat. Mivel a rudak vagy htuzottak, vagy nyomottak, és nem terheli 6ket sem
nyiras, sem hajlitas, itt igénybevételi abrakat sem készitiink.

Mivel a szerkezet statikailag hatarozott, egy gondolatkisérlet segit-
ségével is kitalalhatjuk, hogy egy rud huzott vagy nyomott: ha az adott
rudat kivennénk a szerkezetbdl, tdvolodnanak-e a végein talalhatd csuklok
egymastol vagy kozelednének egymashoz? Ha tavolodnanak, akkor a rad
hazott, ha kozelednének, akkor nyomott. Ez alapjan az 57. abran lathato
racsos szerkezetbdl harom kiilonb6z6 rudat kivéve megallapithatjuk, hogy
a /b esetben a rud huzott volt, a /c és a /d esetben nyomott.

JAVAVAWAVAYN

la /b
Ic /d
57. abra

Az olyan rudat, amelyre sem huzd-, sem nyomoerd nem hat, vakridnak
nevezzik.

Az egyes csuklok jelolésére hasznalt kis kort el szokas hagyni, a kdvet-
kez6kben mi is igy teszlink. Két rad talalkozasahoz automatikusan csuklot
képzeliink, és igy szamolunk.
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9.1.1. A csomoponti modszer

A racsos szerkezet egyensulyabol kovetkezik, hogy minden csukld is kiilon-
kiilon egyensulyban van, azaz az egy csukloban 6sszefutd erdk egyensulyi
erorendszert alkotnak. Ezeket az egyensulyi egyenleteket (megfeleld sor-
rendben) felirva kiszamithatjuk a szerkezetben ébredd eréket. A modszert
csomoponti modszernek (method of joints) nevezziik.

A szamolas soran lényeges lesz megkiilonboztetni a csuklokbol
az egyes rudakra hatd erdket és az ezek hatasara a rudakban ébredo reak-
ciderdket, amelyek a statika I'V. alaptételénck megfeleléen visszahatnak
a csuklokra. Kapcsolodjon példaul az 1-es rid az A és a B jelt csuklokhoz.
Jeloljiik az A csukl6 altal az 1-es radra kifejtett erét F, -gyel, az 1-es rad
altal az A csuklora kifejtett erét pedig F ,-val. A statika I'V. alaptétele alapjan
igazaz F,, = F, Osszefliggés. Ugyanakkor az egyes rudak egyenstilydbol
kovetkezden amekkora ervel hat az 1-es rid az A csuklora, ugyanakkora
nagysagi, de ellentétes irdnyt erével hat a B csuklora: F,, = F .

A réacsos szerkezet vizsgalatat csak olyan csuklonal kezdhetjiik, amely-
ben csak két rud fut ssze. Emellett csak olyan csuklora Iéphetiink tovabb,
amelynél az ismeretlen ruderék szama legfeljebb kettd. Ezek a feltételek
egyszerli racsos szerkezetekre mindig teljesiilnek, azaz a csomoponti mod-
szer hasznalhato.

9.1.1.1. Szamitas erdk segitségével
Tekintsiik az 58. abran lathato egyszerii racsos szerkezetet, amelynek ismer-

jik a szogeit (természetesen o + f + y = x). Latni fogjuk, hogy a rudak
hosszanak ismeretére nincs is sziikség.

58. abra
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F
1 Fiox
e
Fap Fany
i4
59. abra

Induljunk ki a D csuklobdl (59. abra). Mivel az 1-es rud csak vizszintes ira-
nyu erét tud felvenni, a fiiggdleges F erével azonos nagysagu, de ellentétes
iranyitottsagl erd csak a 4-es rudban léphet fel, azaz F 4, = |- Ez azonban
a4-es radban fellépd erének csak a fliggbleges komponense, és mivel a rad
o szoget zar be a vizszintessel, azaz 7/2 — o szoget a fliggblegessel, a rud-
iranyu erdre igaznak kell lennie az

(83) F=Fy,, = Fpsin(a)
Osszefliggésnek, amelybdl
F
(84) Fyp =—
sin(a)

Ebbél szamithat6 az F, erd vizszintes komponense is:

(85) Fyp. =Fcos(a)= cos(at)=Ferg(a)

F
sin(a)
Ez utobbi ellenerejének viszont meg kell jelennie az 1-es rudon azonos
nagysaggal és ellentétes iranyitottsaggal:

(86) Fp,.=Fp=Fp,
amelynek értéke
87) By, = Fag(a)

A kapott eredmények alapjan elmondhatjuk, hogy mivel a 4-es rud reak-
cidereje a csuklo felé mutat, azaz a csuklo nyomja a rudat, ezért ez a rad
nyomott; mig az 1-es rud reakcidereje a csuklotol elfelé mutat, azaz a csuklo
hlGizza a rudat, ezért ez a rad hazott.

Lépjiink tovabb a C csuklora. Erre harom rid reakcioereje hat: F .,
F,. és F,. (amelyek természetesen megegyeznek a csuklo dltal erre a hdrom
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rudra gyakorolt erének, azaz a forditott indexti erévektoroknak —1-szere-
sével). A csukld egyensulya miatt ezen harom vektor vektori dsszegének
nullvektornak kell lennie.

Az 1-es rad hizza a D csuklot, ezért a C csuklét is huiznia kell:

(88) Fn),x =Fp=Fc= Flc,x

Felrajzolva az 1-es, 2-es és 3-as rudak reakciderdinek vektorharomszogét
(60. abra) az F,. er6 irdnyabol (=) rogton kovetkezik, hogy F, .-nek (<)
¢s F,.-nek () milyen irdnyunak kell lennie, hogy a hdrom vektor dsszege
nullvektor legyen.

60. abra

Ismerve egy haromszog belsé szogeit és egy oldal hosszat, a masik két oldal
hossza is meghatarozhatd. Legegyszeribb talan a szinusztételt hasznalni:
sin(a) _ £
sin(B)  Fic
amelyben egy ismeretlen van: F, .. Ennek komponensei az F,. =F,_ cosy
esazF,  =F siny 6sszefliggésekbdl hatarozhatok meg. Hasonldan meg-
hatdrozhat6 az F, . er6 és komponenseinek nagysaga.

Tudjuk, hogy a B gorg6 csak fiiggdleges iranyu erét tud felvenni, azaz
F, biztosan fiiggéleges iranyl. Mivel az 5-6s rid csak vizszintes irdnyt
er6t tud felvenni, ezért a B csuklondl a 3-as és a 4-es rudak reakcider6i

fiiggbleges komponenseinek (mindkettd lefelé mutat) és az F, eré ossze-
gének nullvektornak kell lennie:

90) E, +F

3B,y 4B,y = Pi%

(89)

Hasonlban az 5-6s rud (jobbra mutatd) reakcioerejének és a 3-as rud (jobbra
mutatod) és a 4-es rud (balra mutatd) reakcioderdi vizszintes komponensei
Osszegének szintén nullat kell adniuk:

1) Ey.~Fpy +FEy. =0

3B,x 5B,x
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Ha ebbdl az egyenletbdl az F,, (= F,,) erére pozitiv szimot kapunk, akkor
az jobbra mutat, mig ha negatlvat akkor balra, ugyanis a jobbra mutato F,,
¢s a balra mutat6 F,, -et ezzel az el6jelkonvencioval irtuk be az abszolut
értékeket tartalmazo egyenletbe.

Utolso 1épésben megoldva az A csuklonal levo fiiggdleges és vizszintes
iranyu er6k egyensulyat, azaz az

92) F., ~F, =0
(93) FA,x + P;A - F;,x = 0

egyenleteket, ahol az F,, = F, egyenléséget hasznélva F,, negativ volta azt
jelenti, hogy balra mutat, pozitiv volta azt, hogy jobbra.

F, . -Te azonban a kiilsé er6k egyensulya alapjan biztosan nullanak kell
kijénnie. Mivel F fiiggéleges és F (mivel gorgdn fellépé reakciderd) szin-
tén csak fiiggbleges lehet, ezért szukseges hogy F, is fiiggbleges iranyt
legyen, azaz ne legyen x iranyu komponense.

Ezzel meghataroztuk a racsos szerkezetre hato kiilsé F, és F_ eroket
¢és az egyes rudakban fellép6 belsé erdket.

Csuklorol csuklora, csomopontrol csomopontra haladva barmely racsos
szerkezetre hasonloan meghatarozhatok ezek az erdk, bar a csuklok sor-
rendjének ligyes megvalasztasaval a szamolas gyorsithato. Bar jelen példanal
a C csuklorol az A csuklora 1épve meg tudtuk volna oldani a vizszintes erékre
felirt egyenletet, tudva, hogy F, =0, és igy csak F; lett volna ismeretlen.

Ha F-nek lett volna vizszintes komponense is, az

F, =,/Flf)x+Fliy

F

Ay

©4)

@ =arctg

Ax

osszefiiggésekkel tudtuk volna F, nagysagat és vizszintes tengellyel bezart
sz0gét meghatarozni.
9.1.1.2. Szamitas forgatdnyomatékok segitségével

Az 58. abran lathato szerkezet szamolasahoz hasznalhatjuk a forgatonyoma-
tékokra felirt egyenleteket is. Itt fontos az egyes rudak hosszanak ismerete;
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jeldljiik az i-edik rad hosszat £-vel. Emellett az egyes hatdsvonalak csucsoktol
vald tavolsagara is sziikség van. Ezeket foglalja Gssze a 61. abra, amelyen
az o szogbdl kiinduldé magassagvonalat a-val, a f szogbdl kiindulot b-vel,
a y szogbdl kiindulot pedig c-vel jeloltiik.

a = tsiny = £sinf
b = ¢,sina = £.siny
¢ = {sina = £sinf

61. abra

A kiils6 er6k egyensulyat felhaszndlva, ismerve az 5-0s €s 4-es rudak £, és ¢,
hosszat, felirhatjuk az A pontra a (24) egyenletet:

(95) 05Fy (05 +0,cos(a))F=0

amelybdél F_, majd a (23) egyenlet alapjin (azaz hogy a fiiggdleges iranyt
erdk osszege 0) F, szamolhato.

A szerkezet egyensulya miatt a forgatonyomaték minden pontban nulla.
Igy példaul a D pontban is. Ha egy pontban nulla a forgatonyomaték, akkor
aza3.2. alfejezet alapjan barmely pontbdl nézve is nulla. A D pont forgato-
nyomatékara a B pontbol nézve felirhatjuk:

(96) —l cos(at)F+ 0, sin(a)F, +0-F, =0

ahonnan kapjuk F , értekét. Tudva, hogy F,. =F, . hasonlo egyenletet
irhatunk fel a B pontbol a C pontbeli forgatonyomatékra, amelybdl F, . meg-
hatérozhato, hiszen F, . hatdsvonaldnak B ponttdl valo tavolsiga szamithato:
¢, sinf. A tobbi csomopontra a megfeleld pontbol felirva a forgatonyomaték

zérus voltat, a rudak reakciderdi egyesével meghatarozhatok.
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9.1.2. Az atmetszo modszer

Egy masik modszer az 58. abran lathato racsos szerkezet megoldasara
az ugynevezett atmetsz6 modszer (method of sections). Ezt altalaban akkor
alkalmazzuk, amikor nincs sziikségiink a racsos szerkezet 6sszes rudjaban
¢bred6 Osszes erd ismeretére, csak egyre vagy kettore.

A mddszer Iényege, hogy a szerkezetet gondolatban két részre (1. és 11.)
vagjuk ugy, hogy legfeljebb harom rudat vagunk ketté, koztiik azt, ame-
lyikben a ruderét meg akarjuk hatarozni (1asd 62. abra). A szerkezet egyen-
sulyabol kovetkezik, hogy minden részrendszere, azaz a két szétvagott rész
is kiilon-kiilon egyensulyban van. Ez azt jelenti, hogy

7) F.+E.+F,+F=0
(98) F2A+F3B+F4B+FA,x+FA,y+FB =0

vagyis a feladatot négy er6 egyensulyara vezettiik vissza. Az at nem met-
szett rudakban, jelen példankban az 1-es és az 5-0s radban ébredd erdket
nem kell figyelembe venni, hiszen a benniik ébredd erdk vektori dsszege 0.

62. abra

9.1.2.1. Megoldas Ritter-modszerrel

Az er6k meghatarozasara két lehet6ségiink van. Az egyik a Ritter-modszer
alkalmazasa (lasd 3.3.3. alfejezet), azaz olyan pontokra irjuk fel a (24) egyen-
let alapjan a forgatonyomatékot, amelyekben két erd hatasvonala metszi
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egymast, egy ismert és egy ismeretlen erd hatasvonala pedig nem megy at
ezen a ponton. igy az ismeretlen er meghatérozhato.
Az egyes hatasvonalak pontoktol valo tavolsagai a rudak hosszainak
és kozrezart szogeinek ismeretében szogfiiggvényekkel konnyen szamithatok.
Tegyiik fel, hogy pl. a 4-es riidban ébredd F, erét akarjuk meghata-
rozni. Ekkor az I-es részben fellépd erdk segitségével felirhatjuk a forgato-
nyomatékot a C pontra:

(99) (sin(@)Fyy =, F+0-F-+0-F. =0

amelybdl F,  meghatarozhaté. Ha F, értékére negativ szdm jon ki, akkor
iranya valojaban ellentétes azzal, mint ahogy a rajzon feltételeztiik és ezért
amilyen el6jellel a (99) egyenletbe beirtuk.

Hasonld egyenletek irhatok fel a B és a D pontokra:

(100) —(,sin(a)F. —{ cos(a)F+0-F,.+0-F, =0
(101) —(;sin(@)Fy =, sin(y) B +0-F+0-F, =0

A (100) egyenletbdl F,., majd a (101) egyenletbdl F,. meghatirozhato.
A kapott pozitiv elgjel azt jelzi, hogy helyesen tételeztiik fel az adott erd
iranyat, a negativ pedig, hogy iranyitottsaga valojaban ellentétes az abrara
rajzolt, feltételezett irannyal.

9.1.2.2. Megoldas erdk ereddjének szamitasaval

A 62. abran az . részre egy ismert nagysagu erd, F, és harom ismeretlen nagy-
sagierd: F, , F, . és F, hat. Azonban mind a négynek ismerjiik az irdnyét.

Helyettesitsiik el6szor F, -t és F, -t az ereddjiikkel, amelyet jelol-
jink F,-mal. Mivel a 2-es radban ¢ébredd F, | erd €s a 3-as radban €bredd
F,. er6 is a C csuklora hat, ebbe a pontba pedig ezeken kiviil csak az 1-es
rud fut be, sziikséges, hogy ereddjiik az 1-es rud irdnyaba essen. Ennek
két oka is van.

Egyrészt a rudak statikai rudak, azaz a harmadik, C pontba futo6 erd,
amely a C pontban az F, és az F,. er6kkel tart egyensulyt, csak ebben
a rudban ébredhet, azaz ezzel a ruddal parhuzamosnak kell lennie (mivel
a C pontban kiils6 er6 nem hat).
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Masrészt az | és a F, . er6k ered6jének hatdsvonala keresztiil kell
menjen a D ponton, ellenkezd esetbenaz F,,, az F, . ¢és az F erk ereddjének
nem O lenne a forgatonyomatéka (lasd 3.3. alfejezet).

Ismerjiik tehat az F,, erd irdnyat. Az er8k nagysaganak meghatarozasa-
hoz elészor vegyiink fel egy vizszintes iranyu tengelyt, amelyre az F,, erének
esnie kell, majd ehhez képest iranyhelyesen (azaz jelen példaban fiiggdle-
gesen) mérjiik fel az F erdt egy (altalunk felvett) er6lépték alapjan. Hazva
az F eré vektoranak masik végpontjaban egy egyenest az F, erd hatas-
vonalaval parhuzamosan, azaz gy, hogy az egyenes az F eré vektoraval
/2 — o szoget zarjon be, megkapjuk az F, | és az F,, er6k vektorait (63. dbra).
Nagysaguk szogfiiggvénnyel szamolhato:

(102) = . _F
cos(s—at) sina
(103) F23=th(%—aj=Fctg(a)
/2 - o

Fap
iranya

iranya Fac Fac

63. abra

Ha az F; erd két végpontjaban parhuzamost huzunk az F,. ¢és az F, . er6k
hatasvonalaival, ezek egy pontban metszeni fogjak egymast, mellyel meg-
kaptuk ezen er6k vektorait is. Mivel tudjuk, hogy F, . hatasvonala y szoget
zar be a vizszintessel, F, . hatdsvonala pedig a szoget, ezért ezek nagysaga is
szamithato: fiiggéleges komponensiik nagysaga megegyezik, vizszintes kom-
ponenseik 6sszege pedig F,. Felirva ezt a két egyenletet, egy kétismeretlenes

egyenletrendszert kapunk F, -re és F, -re, amely egyértelmiien megoldhato:
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Esina = Fsiny
(104)

Fcosa+ F cosy = F,,

Ha a racsos szerkezet masik raderdit akarjuk meghatarozni, masik harom
rudat kell kettévagni: az 1-es vagy az 5-6s rad er6inek meghatarozasahoz
példaul az 1-es, 3-as és az 5-0s rudakat, majd hasonloan felrajzolva az egyes
vektorok iranyat a rider6k szamithatok.

9.2. Csuklos szerkezetek

Aztgynevezett csuklos szerkezetek a racsos szerkezetekhez hasonldan olyan
sikbeli szerkezetek, amelyek csuklokkal sszekapcsolt rudakbol allnak.
A kiilonbség abban all, hogy a csuklos szerkezetek nem csak a csuklokon
kapnak terhelést, illetve nem csak a rudak végein vannak csuklok, azaz
a csuklos szerkezeteket alkotod rudak koziil nem mind tekinthetd statikai
rudnak.

A csuklos szerkezetek szamitasa ugyanazt jelenti, mint racsos szerke-
zeteknél: a kényszereknél (tamaszoknal, befogasoknal) fellépo reakcioerdk
¢és a rader6k meghatarozasat. Bar a racsos szerkezeteknél elmondott mod-
szerek itt is alkalmazhatoak, a nemstatikai rudak esetében azonban nem
¢élhetlink azzal a racsos szerkezetek szamitasat megkonnyito koriilménnyel,
hogy a bels6 erdk csak radiranyuak lehetnének.

9.2.1. Haromcsuklos szerkezet (bakallvany)

A két, egymashoz és a tartoszerkezethez (alaphoz) is csuklokkal rogzi-
tett, tetszéleges alaku rudbdl allo szerkezetet haromesuklos szerkezetnek
(three-hinged arch), mas néven bakallvanynak nevezziik.

Hany szabadsagi foka van a szerkezetnek (azaz pusztan csak a két,
egymashoz csukloval kapcsolt radnak)? Az egész szerkezet a sik két mer6-
leges iranyaban el tud mozdulni, valamint el is tud fordulni egy tengely
koriil, amely merdleges a sikra, amelyben fekszenek. Ez 3 szabadsagi fok.
Azonban a két rid a csuklo koriil is el tud fordulni egymashoz képest. Ez igy
Osszesen 4 szabadsagi fok. A szerkezetet az alaphoz rogzit két csuklo
Osszesen 4 szabadsagi fokot kot le, tehat a szerkezet statikailag hatarozott.
Ez azt jelenti, hogy pusztan a (22)—(24) egyenletek alapjan szamithato.
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(Gondolhatunk azonban ugy is a két riidra, hogy mindkettének van harom-
harom szabadsagi foka, azaz 6sszesen hat, a harom csukl6 pedig haromszor
kettd, azaz szintén hat szabadsagi fokot kot le, a szerkezet tehat valoban
statikailag hatarozott.)

Terheljiik meg a bakallvanyt tetsz6leges koncentralt eré(kk)el, és az A és
a B csukloban fellépd reakciderdket bontsuk fel vizszintes és merdleges
komponensekre: F, ,F, ,F,  ¢ésF, (64/a abra). Az egyes reakcioeré-kom-
ponensek szamltasahoz bontsuk a szerkezetet két részre a bels6 (C) csuk-
l16nal, igy kapunk két rudat, mindkét végiikon egy-egy csukloval. Mindkét
rudon a C csuklonal helyettesitsiik a masik rad hatasat egy vizszintes és egy
fliggbleges iranyu erdvel tigy, hogy a fiiggbleges és vizszintes iranyt erok
Osszege 0 legyen (=F . és+F_ ) Azértigy, mert egyrészt a szerkezet egyen-
sulya miatt minden pontban az ott hat6 er6k ereddje nulla; masrészt ha
az egyik rid nem Ggy hatna a masikra, mint a masik az egyikre (ahogy
a statika I'V. alaptétele is allitja), akkor a szerkezet elmozdulna, de tud-
juk, hogy egyensulyban van (64/b abra). Ez gyakorlatilag a C pontra felirt
(22)—(23) egyenleteknek ,,fejben” torténé megoldasa.

C C Fex

/a /b
64. abra

Ismerve a szerkezet méreteit, felirva a (24) egyenletet az A pontra, a B pontra
és a C pontra mindkét rud esetében, valamint a (22)—(23) egyenleteket mind-
két radra (nem kifelejtve egyikbdl sem az ismert kiilsd terheld erd(ke)t),
kapunk 8 egyenletet a 6 ismeretlen reakcidkomponensre, amely igy nemcsak
egyértelmiien megoldhato, de a szamitas még ellendrizhetd is (az egyenlet-
rendszer nem tulhatarozott).

A megoldas soran az igynevezett szuperpozicio elvét hasznaltuk, amely
a linearis egyenletekkel leirhato fizikai rendszerekre vonatkoz6 altalanos elv.



110 MECHANIKA I.

Altalanosan ez valamely fizikai mennyiség (jelen esetben az erd) fiigget-
len 6sszegzddésének elve, azaz a szuperponalodd komponensek (itt: erék)
egyliittes hatasa olyan, mintha vektorialisan 0sszegeznénk a kiilon-kiilon
hat6é komponensek hatasat. Ez jelen esetben abban nyilvanul meg, hogy
az egyik rudra hatd er6k masik radra gyakorolt hatasa felirhatd egyetlen
vektorral, F_-vel. Azaz az egyik rad szamitdsakor nem sziikséges ismer-
niink a masik radon hatd egyes erdket, elegendd a szuperpoziciojukkal
(F-vel) szamolnunk.

9.2.2. Gerber-tarto

Mindeddig olyan statikailag hatarozott tartokkal és szerkezetekkel fog-
lalkoztunk, amelyek kéttamasztak voltak. Azonban nem sziikséges, hogy
egy ketténél tobb tamaszu tartod statikailag hatarozatlan legyen. Az ilyen,
egyenestengely, statikailag hatarozott, merev tobbtamaszu tartokat Gerber-
tartonak nevezzik.

Egy tobbtamasz tarto akkor lehet statikailag hatarozott, amennyiben
a stabilitast egy csukl6 és két gorgd biztositja (amelyek 6sszesen mar 4 sza-
badsagi fokot kdtnek le), ha a tartd meg van szakitva egy bels6 csukldval.
Azaz itt valojaban két, csukloval 6sszekapcsolt radrol beszéliink. Ez a belsé
csuklo ugyanis a tarto két felének elfordulasat megengedi a koriil a pont
koriil, ahova a csuklot beépitettiik, de elmozdulasukat nem teszi lehet6vé.
Ilyen modon eggyel noveltiik a szerkezet szabadsagi fokainak szamat, amely
Osszesen mar 4. Gorg6t (vagy példaul ingaoszlopot) beépitve kettdvel novel-
hetjiik a szerkezet szabadsagi fokainak szamat.

Ha latunk egy tobbtamasz tartot, annak statikai hatarozottsagat a leg-
egyszeriibben a kovetkezOképpen ellendrizhetjiik. A tartd folytonossagat
megszakitjak belsé csuklok és/vagy gorgok, a vizsgalatunk targyat az egyes
ilyen elemek képezik. Mindegyik ilyen elemre megvizsgaljuk, hogy 6sszesen
hany szabadsagi fokot lekoté kényszerhez csatlakozik. Azonban a kény-
szerek szabadsagi fokainak csoportositasa megenged egy kis szabadsagot.

Ha egy elem gorgd(k)re van tamasztva, az(ok) egy(-egy) szabadsagi
fokot biztosan abbol az elembdl kdt(nek) le. Azonban a vége(i)n levd belsd
csuklo(k) hozzarendelése nem egyértelmii. Egy ilyen csuklot a két lekotott
szabadsagi fokaval figyelembe vehetjiik a szomszédos elemnél is, amely-
hez a vizsgalt elemet r6gziti, ebben az esetben a vizsgalt elem szabadsagi
fokaibol egyet sem kot le. Figyelembe vehetjiik a vizsgalt elemnél is, akkor
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mind a 2 szabadsagi fokot annal az elemnél kéti le. S6t, meg is oszthatjuk
a belsd csuklo 2 lekotott szabadsagi fokat: az egyiket figyelembe vehetjiik
a vizsgalt elemnél, a masikat a szomszédosnal. Ha ezen a médon minden
kényszer minden leko6tott szabadsagi fokat egyértelmiien hozzarendeljiik
egy-egy tartoelemhez és mindegyik elemre 3 lek6tott szabadsagi fok jut, akkor
a szerkezet statikailag hatarozott. A 65. abra néhany egyszerti Gerber-tartos
szerkezetet mutat, a szabadsagi fokok felosztasat szaggatott vonallal jel6lve.

/aAﬁ,é}v Aé}’ ,é},é;\,/e
CRVANEER SIS 4 ]

- - 3:: 25%7%
CRVANE S v
T T A 5 5

65. abra

If

Ez azonban még nem jelenti azt, hogy a szerkezet stabil! Ahogy a 6.4. al-
fejezetben lattuk, vizsgalni kell, hogy a szerkezet minden terhelésre sta-
bil-e? A 66. abran lathato szerkezetnél a leko6tott szabadsagi fokok szama
megfeleld, de a jobb oldali bels6 csuklon fellépd fliggbleges iranyu erdvel
semmilyen, a jobb oldali fix csuklon fellépd eré6 nem tud Ggy egyensulyt
tartani, hogy az ered6 forgatonyomaték a tarté minden pontjaban 0 legyen,
azaz a szerkezet labilis. Altalanossagban elmondhato, hogy két egymas
melletti bels6 csuklo egyik oldalan befogasnak és a masik oldalan kettds
alatamasztasnak, vagy mindkét oldalan kettds alatdmasztasnak kell lennie
(lasd 65/e és 65/f abrak).

JAN I

66. abra
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Ha mindezekre leellendriztiik a szerkezetet, elkezdhetjiik a Gerber-tarto
reakcioerdinek szamitasat. A nyomoéerdabra a kéttamaszh tartokéhoz hason-
16an elkészithetd: a belsd csuklok tovabbitjak a kiilsé huzo- vagy nyomoerét,
az csak fix csuklon vagy befalazason kompenzaldodik.

A fiigg6leges iranyu eréknél azonban nem mindegy, melyik elemmel
kezdjiik, mert bar a szabadsagi fokok eloszlasa rendben van, ha egy be-
falazott tarté masik végéhez egy csukld kapcsolodik, annak az elemnek
a szamitasahoz nem elégségesek a (22)—(24) egyenletek. Hogy jo helyen
kezdjiik a szamitast, be kell azonositanunk, melyek az ugynevezett férészek
¢és melyek az ugynevezett befliggesztett részek. A szamitast befiiggesztett
résszel kell kezdeni.

Altalanos szabalyként elmondhato, hogy a befogassal megtamasztott
elem és a (talajhoz) kéttamaszian megtamasztott elem biztosan foérész,
a talajra egyaltalan nem tamaszkodo elem pedig biztosan befiiggesztett rész.

A szamitas elején minden bels6 csuklora egy fiiggbleges irany, két erd-
bél allo egyensilyi erérendszert helyeziink (+F,, £F_ és £F_). Ezutén a tartot
a bels6 csukloknal szétbontjuk elemeire, a belsé csuklokat pedig (mindkét
elemnél, amelyhez tartozott) egy-egy gorgdvel helyettesitjiik ugy, hogy
az egyik csuklora az egyik, a masik csuklora a masik erd keriil, mint a gorgd
reakcioereje (67. abra, FooFoFresFgaz eredeti szerkezetben is szerepld
kényszerek fiiggbleges reakciderdi).

LI IV.
A§ B C D EF G
AN Y
FB . ||| FEl
FAy 7%7
Fc Fc
67. dbra

A befliggesztett elem, amellyel a szamolast kezdeni kell, az, amelyik dsszesen
csak két gorgdre tamaszkodik, semmi masra. Ez jelen példankban a I11. elem.
Figyelembe véve a rajta levo kiilsé erdket, felirhatjuk a D és az E pon-
tokra a (24) egyenletet, amelyekbél megkapjuk F_ és F_nagysagat. Ezeket



SIKBELI OSSZETETT SZERKEZETEK 113

az értékeket helyettesitjiikk be (csak ellentétes eldjellel) a két szomszédos
elemen levo azonos nagysagu, de ellentétes iranyu erdk helyére. Ezaltal
all. ésalV. elem is szamithat6 lesz a B és a C, illetve az F és a G pontokra
felirt (24) egyenlet segitségével, hiszen az F_ és az F_ er6ket mar egyiitt
kezelhetjiik az ezekre az elemekre hato kiils6 erékkel. Ezt a négy egyenle-
tet megoldva megkapjuk tobbek kozott F, értékét is, amely dltal az utolso,
az I. elem is szamithato lesz.

A nyirderéabran a bels6 csukloknal ugyan lesz egy azonos nagysagu
fel- és leugras, amelyet jelezniink kell, de ettdl eltekintve felrajzolasa azo-
nos a kéttamaszl tartoknal elmondottakkal.

A hajlitonyomatéki abra megrajzolasa is egyértelmi a nyirderdk isme-
retében. Kénnyebbség, hogy a belsé csukloknal a hajlitdbnyomaték biztosan
nulla.

9.2.3. Rudlanc

Vegyiink n darab, végeiknél csukloval dsszekapesolt statikai rudat gy,
hogy egy ridhoz legfeljebb csak egy-egy masik rad csatlakozik a két végén,
és rogzitsiik a két szabad végét csukloval. A (82) 6sszefiiggés alapjan e szer-
kezet szabadsagi fokainak szama joval tobb, mint amennyit a két végén a két
kiils6 kényszer le tud kétni, hiszen még harom radra és négy csuklora is

(105) 3<2-8-3=5

Ezért ez a szerkezet labilis, azaz tetszéleges erérendszer hatasara megval-
toztatja az alakjat. Mégis, Iéteznek olyan erérendszerek, amelyek esetében
egyensulyban van. Egy ilyen ugynevezett radlanc tehat olyan, teherhordasra
alkalmas labilis szerkezet, amely csuklokkal folytatolagosan dsszekapcsolt
rudakbol all.

9.2.3.1. Csuklokon terhelt radlanc

A kiils6 terhel6 erdk ismeretében a szerkezet reakciderdi egyszeriien sza-
mithatdk, amit egy konkrét példan mutatunk be (68. abra).

Adott egy, a két végénél azonos magassagban rogzitett, harom rad-
bol 4116 radlanc, amelynél ismerjiik a harom rad hosszét (€, £,, £,), az 1-es
¢és a 2-es rudnak a vizszintessel bezart o és ff szogét. Hasson a szerkezetre



114 MECHANIKA I.

a C ésaD belsé csuklonal egy-egy kiilsé terheld erd, F és F,, amelyek koziil
az egyik (pl. F ) ismert. Mekkoranak kell lennie F,-nek, hogy a szerkezet
egyensulyban legyen?

68. abra

Ennél a szerkezetnél ennyi adatbol mar szamolhato a 2-es rad vizszintessel
bezart y szdge, mivel £, = ¢ cosa, €, = ¢ sina, £, = cosp, b, =1 sinf, igy
a fiiggbleges méretekre felirhato a

(106) 0, =0, +1,

egyenldség, amelybdl t, egy kivonassal megkaphatd, és felhasznalasaval a

(107) sin(y) Ly
62
Osszefliggésbdl egy inverz szogfliggvénnyel p kifejezhetd.

Tudjuk, hogy ha egy rendszer egyensulyban van, akkor minden rész-
rendszere is egyenstlyban van. Ez itt azt jelenti, hogy minden rud és min-
den csukl6 6nmagaban is egyenstlyban van, azaz a rajuk hato erdk és for-
gatényomatékok vektori dsszege nullvektor. Tudjuk tovabba, hogy mivel
arudakra er6k csak a végeiknél, a csukloknal hatnak, ezért a rudak statikai
rudak, azaz benniik csak radiranyu erék ébredhetnek. Eppen ezért az F,
és F erdk biztosan parhuzamosak az AC és a BD rudakkal.

Jeloljiik azt a reakcioerét F,,-val, amellyel az 1-es rad hat az A csuk-
lora; F -vel, amellyel az 1-es rud hat a C csuklora; és F, -vel, amellyel
a 2-es rud hat a C csuklora, €s hasonléan definialjuk az F,, ., F,  er0ket
is. Az l-es és a 3-as rudak statikairid-voltabol kovetkezik, hogy F, = F |,
F.=FoFg=F,éF, =F_(69. ibra).

1c?
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C Fye 5 C Fyp

69. abra

A C csuklonal ismeriink a hdrom erébdl egyet: F -et és az egymassal bezart
szogeiket, igy fel tudjuk rajzolni a vektorharomszoget, amibdl szinusztétellel
az egyes vektorok abszolut értékét ki is tudjuk szamolni (70/a abra). Hasonloan
a D csuklora F, ) mar ismert, mivel F,, = F, . a 2-es rid egyensilya miatt,
¢s mivel minden szog ismert, F, és F, , és igy F, = F, is meghatarozhato
a szinusztétel segitségével (70/b abra).

(n/2)~y
2c By Foo
aty (n12)+y
F1
Fap F>
Fic
(n!2)-a (n/2)-p
la /b
70. abra

Ezzel a moédszerrel egyesével végighaladva a csuklokon akarhany radbol
allo rudlancot ki lehet szamolni. Igaz az is, hogy ha az F, erdt k-szorosara
véltoztatjuk, akkor az 6sszes tobbi er is k-szoroséra valtozik, azaz F -nek
is k-szorosara kell valtoznia, hogy a szerkezet egyenstlyban legyen.

A feladat ugyanakkor visszafelé is megoldhato: a terheld erék isme-
retében a radlanc alakja, azaz az egyes rudak vizszintessel bezart szogei
szamolhatok.

A most megoldott, 68. abran lathatd, alulrol homoru szerkezetet feszi-
tomiinek, az ezzel ellentétes gorbiiletiit pedig fiiggesztomiinek nevezziik.
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9.2.3.2. Csuklokon és rudakon terhelt radlanc

Az el6zéekben elmondottak azonban csak akkor érvényesek, ha a rudak
statikai rudak. Ha egy rudra a két végén talalhato csuklon kiviil mashol is
hat terhel6 erd, akkor az a rad nem statikai rad. Ekkor fel kell irni a rad
egyensulyat is. Példaul ha a 68. abran szerepld feladatot igy modositjuk,
hogy a 2-es ridra is hat a felezOpontjaban a rudra merdlegesen egy F, erd
(71. abra), akkor a D pontra felirva a kiils6 terhelé erék forgatonyomaté-
kainak Osszegét:

71. abra

108y M, =0=%1~; +0, F —fzcos(%—a—ijA

amelybdl F, értéke azonnal adodik. Kiszamolva F, -et, felirhat6 a vizszintes
iranyu er6k zérus 0sszege a 2-es rudra:

(109) By —F, 5, =0

amelybdl megkapjuk F_ -et, és igy F_ is szdmolhat6 szogfiiggvénnyel.
A kiilsé terheld erdk fiiggdleges iranyu komponenseinek 0sszegét felirva
a 2-es rudra:

(110) F,~-E~-F,~E+F =0

amelybél F, mar szamolhato.
Hatéresetben, amikor F, =0, ezzel a modszerrel is megkapjuk a 9.5.1. al-
fejezet eredményét.
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9.3. Kotél

Kotél alatt egy olyan idealizalt kényszert értiink, amely tokéletesen hajlé-
kony, végteleniil vékony, de van tomege ¢€s a terhelés hatasara nem nyulik
meg. A kotél csak hizo igénybevételre terhelhetd. A rudlanccal ellentét-
ben csak a csomopontoknal vald koncentralt erével torténd terhelésnek
van értelme, de ez esetben a megoldas megegyezik egy olyan, a terheld
koncentralt er6k szamanal eggyel tobb radbdl allo radlancéval, amelynek
minden rudja hizott.

Mivel azonban a kotél megoszld terhelés esetében ,végtelen rovid”
rudakbol allo rudlancként viselkedik, felmeriil a kérdés, hogy milyen ala-
kot vesz fel példaul sajat stilya alatt, ha két végpontjan felfiiggesztjiik, vagy
kiilonb6z6 megoszld terhelések hatasara?

9.3.1. Sajat sulya alatt meghajlo kotél

Mivel a kotélnek van tomege, ezért van sulya is. Legyen a kotél tengelye
parhuzamos az x tengellyel, az y pedig legyen a fiiggéleges, gravitacios térrel
parhuzamos tengely. Ha a kotél tomege m, teljes stlya G = mg. Ez alapjan
definialhatjuk a kotél folydométersulyat is, amelyet a

y = dG
d/
képlettel szamolhatunk, ahol d¢ egy infinitezimalis hossztisagu szakasza

a kotélnek. Ha a kotél tomege egyenletesen oszlik meg annak hossza men-
tén, a (111) definicio a

(111)

(112) 14 ,
alakra egyszertisodik, ahol ¢ a kotél teljes hossza: £ = [d¢. Ez azonban nem
egyezik meg a kotélre fiiggblegesen, azaz az y tengely iranyaban hatd meg-
0szl6 erérendszerrel, ugyanis a kotélnek altalaban nem elhanyagolhatd mér-
ték a belogasa, azaz a kotél hossza jelentésen meghaladja az x tengelyre
vett merdleges vetiiletének hosszat. A ds hosszusagu ivelemre juto kotélsuly
ezért nem ydx, hanem

(113) dG =y ds
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Innen egy infinitezimalis vizszintes dx szakaszra juto terhelés:

dG ds
114 =—=y—
(114) q(x) e

Vegyiink egy egyensulyban levo, két végén felfiiggesztett kotelet. Az egyen-
suly miatt barmely szakaszara igaz, hogy az 6sszes ra hato erd vektori sszege
nullvektor, és ez igaz kiilon-k{ilon a vizszintes és a fiiggdleges irany kom-
ponensekre is. Vizsgaljuk most egy olyan £, hosszlsagl darabjat a kotélnek,
amelynek egyik végpontja a kotél legmélyebben belogd pontja, masik vége
pedig szabadon valasztott. Ekkor a kétélszakaszra hat a gravitacios erd, azaz
a sulya mint megoszl6 erérendszer, és ezzel tart egyensulyt a kotéldarab
két végpontjan fellépo két erd, amelyeket jeloljiink H-val és T-vel (72. abra).

72. dbra

A T er6t merdleges komponensekre bontva felirhatjuk a fliggéleges kompo-
nens egyensulyat a sulyerdvel, a vizszintes komponens egyensulyat pedig
a H erdvel:

(115) Tsin(a)="{y
(116) T cos (a) =H

ahol o a T erdnek a vizszintessel bezart szoge. A (115) és a (116) egyenleteket
egymassal elosztva megkapjuk a kotél adott pontjanal annak meredekségét.
Itt kihasznaljuk, hogy £, = [ds és hogy y = const., azaz hogy a (114) 6ssze-
fliggést a yds = g(x)dx alakra rendezve és végigintegralva a teljes kotélen
a bal oldalon pont y £, jelenik meg:

N3 :Iq(x)dng

an) wla)=y ()= Lo, =000
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Mivel az £, hossziisagl kotélszakasz nem vizszintes, ezért hosszabb, mint
az x tengelyre vett vetiilete. Az £, szakasz hosszat tehat ki tudjuk fejezni
az ivhossz kiszamitasara vonatkozo integralképlettel:

4
(x)=Lp =L
(118) y (x)—HK1 —H.([ds

A ds ivhosszelem kifejezheté a Pitagorasz-tétel segitségével a vizszintes
és a fiiggbleges ivelemekkel:

(119) ds = \Jdx® +dy?

amelyet dx-szel leosztva kapjuk:

ds \/dx2 +dy? (dyjz [ 2
— =" = 1+| == | =,/1+| y )
(120 dx dx dx [y ]
A kifejezést ds-re rendezve ¢és behelyettesitve a (118) dsszefiiggésbe:

(121) y ()= L1+ [y@] ds

ahol az y(x) fiiggvény a kotél alakjat leiro fliggvény. Mindkét oldalt még
egyszer derivalva x szerint:

(122) y7(x) = %./1 +[ye]

Ez a kotél gorbéjének differencialegyenlete. Megoldva y(x)-re megkapjuk,
milyen alakot vesz fel egy sulyos kotél homogén gravitacios térben. Ehhez
végezziik el a z(x) = y’(x) helyettesitést!

(123) z’(x)=%=%\/l+z(x)z

Ez egy egyszerl szétvalaszthato differencialegyenlet. Rendezve és mindkét
oldalt integralva:

(124)

_d=  _jr
J.\/1+z(x)2 '[de
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Mivel a jobb oldalon konstansok vannak, az integral egyszeriien a kons-
tans 1 fliggvény integralasara egyszertisodik, a bal oldal primitiv fiiggvénye
pedig az area szinusz hiperbolikusz fliggvény:

(125) arsh(z(x)) = %x+comt1

Ebbdl ki akarjuk fejezni z(x)-et, hogy utana visszahelyettesithessiik
azy’(x) figgvényt. Ehhez vegyiik mindkét oldalnak a szinusz hiperbolikuszat:

(126) y’(x)=z(x)=sh(%x+comtl)

Mindkét oldalt tudjuk integralni x szerint, hiszen a szinusz hiperbolikusz
fliggvény primitiv fiiggvénye a koszinusz hiperbolikusz:

y(x):jz(x)dx=jsh(%x+mmtljdx=
(127)

H
=—ch (L x + const, j + const,
H

4

Vagyis azt kaptuk, hogy egy sulyos kotél alakja homogén gravitacios tér-
ben koszinusz hiperbolikusz lesz. Ezt a fliggvényalakot lathatjuk példaul
a belogo elektromos tavvezetékeken is, de egy nyaklanc is ilyen alakot vesz
fel. Ezért nevezik a fliggvény gorbéjét lancgorbének.

A két végén felfiiggesztett kotél sulyat a két felfliggesztési pont hordozza.
Ez azt is jelenti, hogy ha olyan, két szélén alatamasztott boltivet akarunk
épiteni, amely csak dnmaga sulyat hordozza, massal nincs megterhelve,
azt célszerll szintén koszinusz hiperbolikusz alaktra tervezni, mert igy
vizszintes iranyt er6k nem 1épnek fel a szerkezetben: gyakorlatilag csak
nyomasra vannak terhelve, hajlitasra nem. Szép példa erre a Keleti palya-
udvar tetdszerkezete (73. abra).
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73. abra

Forras: Wikipédia

Errdl a fliggvényalakrol intuitive mar az 6korban felfedezték, hogy boltivek
esetében stabilabb, mint a koriv.

Kis belogasu kotelek esetében alkalmazhatunk egy kozelitést. Ekkor
ugyanis, mivel dy << dx, a kotél majdnem pontosan az x tengelyre illesz-
kedve fut, ezért feltehetjiik, hogy ds = dx, és igy a (118) egyenlet azonnal
integralhato:

() =L (de =L
(128) y(x)_dex_Hx
2
(129) y(x) = };—XH-FCW’ISI?

azaz a kotél alakja ilyenkor egy masodfoku parabolaval kozelithetd.
Ugyanakkor a fliggéhidak kabelei, amelyekre a hid szerkezete szabalyos
kozokben hozza van erdsitve, bar nagy beldgastak, parabola alaktiak.
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9.3.2. MegoszIo erorendszerrel terhelt kotél

A fligg6hidak esetében a kabelek sulya a hordozott palyaszerkezethez képest
elhanyagolhat6. Tegyiik fel tehat, hogy a kiilsd terhelés mellett a k6tél 6nsulya
elhanyagolhat6. Emellett feltessziik, hogy a palyaszerkezet egy egyenletesen
megoszlo g(x) erérendszerként terheli a kabeleket. Emiatt a (118) differen-
cidlegyenlet a kovetkez6 alakba irhato:

q()
H

ahol H tovabbra is a kabel legmélyebb pontjan hatd vizszintes iranyu feszi-
téerd. Az egyenletet integralva kapjuk:

(130) y(x)=

(131) y(x) = q?g + const

amely eredmény alakilag megegyezik a (129) egyenlettel, azaz matemati-
kailag mindegy, hogy a kotél belogasa kicsi vagy a ra hatd terhelé megoszlo
erérendszer nagy a kotél onstulyahoz képest.

Hogy igazabol mennyire kicsi az eltérés a lancgorbe és a parabola
kozott, azt a 74. abra szemlélteti. A folytonos vonal koszinusz hiperboli-
kusz, a pontozott vonal parabola. A valosagban a fiiggéhidak kabeleinek
alakja valahol a két gorbe k6zott van.

74. abra

Forras: Wikipédia



10. Surlodas

A surlddasi erd (friction force) két érintkez6 feliilet kozott fellép6 reakcioerd,
amely az elmozdulas ellenében hat. Mikroszkopikus oka a két test mole-
kulai kozott fellépd elektromagneses erd, makroszkopikus oka lehet a két
érintkez6 feliilet egyenetlensége. A strlodassal szemben végzett munka
hévé alakul. Szilard testek kozott fellépd surlodast szaraz sarlodasnak (dry
friction) vagy Coulomb-surlédasnak, mig a szilard test és folyadék vagy
gaz kozotti strlodast kozegellenallasnak nevezziik. Itt a szilard testek kiilsd
feliilete, illetve a kozeg és a benne mozgo szilard test feliilete kozott 1ép
fel a surlodas. Ez utobbi a miiszaki mechanikéban foként kiilonboz6 kend-
anyagokkal kapcsolatos szamitasokban keriil el6, ezért itt most csak a sza-
raz surlodassal fogunk foglalkozni. Megemlitendé még a rugalmas testek
alakvaltozasakor fellépd, tigynevezett belsd surlodas, amelynél nem a teljes
deformaciora befektetett munka forditodik az alakvaltoztatasra, hanem egy
része szintén hévé alakul.

10.1. Tapadasi sarlédas

A tapasztalat szerint, ha vizszintes feliileten egy F erével nyomva éppen
sikeriilt megmozditani egy testet, utana egy bizonyos mértékig csdkkenthet-
jik a nyomoerét, hogy a test még ne alljon meg. Ez azt mutatja, hogy a test
megmozdulasaval megvaltozik a kdlcsonhatas nagysaga a test és a feliilet
kozott, amelyen addig nyugodott. A mozgasba hozatal el6tt az igynevezett
tapadasi strlodas (static friction) hatott koztiik, mig a mozgas megindulasa
utan mar az ugynevezett csuszasi surlodas (kinetic friction) hat. Mivel
a mozgas a dinamika targykorébe tartozik, itt csak a megmozdulas pilla-
nataig vizsgaljuk a fellépd erdk valtozasat, illetve csak a megmozditashoz
sziikségesnél kisebb erdkkel fogunk foglalkozni.
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10.1.1. Parhuzamos huzas vizszintes feliileten

Egy vizszintes alapra helyezett testre két erd hat: a test onstilya (amelyet, bar
valdjaban megoszl6 erérendszer, a test silypontjaban a G = mg stlyerdvel
szoktuk helyettesiteni) és az ezzel egyensulyt tartd, az alapra merdleges,
azonos nagysagu, ellentétes iranyu reakciderd, az tgynevezett nyomo-
erd (N), amely szintén egy megoszlo erérendszer helyettesité koncentralt
erdje (75. abra). Ez alapjan a testnek barmilyen kicsi, az alap sikjaval parhu-
zamos komponenst tartalmaz6 erd hatasara vizszintes iranyban el kellene
mozdulna. Ez tapasztalataink szerint mégsincs igy, és ennek oka a strlodasi
erd. A vizszintes erékomponensnek el kell érnie egy bizonyos nagysagot,
hogy a test mozgasba jojjon, ennél kisebb értékek esetében a test nyuga-
lomban marad. Ez azt jelenti, hogy ha a vizszintesen haté er6komponens
kisebb ennél a hatarértéknél, akkor fellép egy vele ellentétes iranyu, de
pontosan azonos nagysagu, az érintkezési feliileten megoszlo erérendszer
is, amely akadalyozza a mozgast. Ennek a megoszlo erérendszernek az ere-
do6jét nevezziik tapadasi surlodasi erének (S).

75. abra

Ha noveljik F nagysagat, egy hatarig S is noni fog, egy bizonyos nagy-
sagl F erénél (jeloljiik ennek nagysdgat F -lal) azonban mar nem képes
azt kompenzalni, és a test megcsuszik. Az S erd a megesuszas pillanataban
éri el maximumat:

(132) S8 =14

10.1.2. Parhuzamos huzas dontott feliileten

Helyezziik a testet egy a hajlasszogi lejtore! (76. abra) Mivel az N nyomo-
eré mindig az érintkezési feliiletre merdleges, ezért nagysaganak a G er6
feliiletre merdleges komponensével kell megegyeznie:
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(133) N=Gcos(a)=G,
G cosa u G S
Gsina
F o) \N
76. abra

A G erd feliilettel parhuzamos komponense,
(134) G, =Gsin(a)

a testet gyorsitja a lejton lefelé, azaz az F hizéer6hdz adodik hozza. Jeldljiik
F -val azt a huzoerdt, amelynél a test még éppen egyensulyban van, azaz
barmilyen F > F_hizo6erd esetében a test megestiszna lefelé. Ekkor az S sur-
16dasi er6 nagysaganak, ami jelen esetben S, az F + Gsina értéket kell
felvennie. Ebbdl kifejezhetd F értéke:

(135) E =S  —Gsin(a)

Természetesen ha az F erdvel felfelé nyomjuk a testet a lejtén, akkor S a lej-
tén lefelé mutat, és GH abszolut értéke kivonodik az F erd abszolut értékébdl.
EkkorazF =S+ Gsina alakot kapjuk.

Noveljiik a lejt6 hajlasszogét! Egy bizonyos a értéknél a test mar Ggy
is megcstszik, hogy nem kell kiilon az F_ er6t is hattatni rd, hogy moz-
gasba hozzuk, mivel a test stlyerejének lejtéiranyu komponense nagyobba
valt a maximalisan lehetséges tapadasi surlodasi erénél. Azt a hajlasszo-
get, amelynél a stlyerd lejtével parhuzamos komponense a sturlédasi eré
maximalis értékével egyenlévé valik, surlddasi szognek (angle of friction)
nevezziik és p-val jeloljik. Ennél a szogértéknél a sulyerd éppen egyen-
sulyt tart a surlodasi erdvel. Az a sz6g ennél kisebb értékeire egy nemnulla
F er6é még sziikséges a test mozgasba hozasahoz, ennél nagyobb értékeknél
pedig a test 6nsulyanal fogva fog gyorsulni a lejtén lefelé. A megcstszas
hataresetében tehat F =0, azaz a (135) 6sszefiiggés alapjan

(136) S =Gsin(p)
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A 76. abra alapjan
sin( p
(137) NZGcos(p):G'L
wg(p)
amelybdl G sin(p)-t kifejezve és a (136) dsszefiiggésbe behelyettesitve és be-
vezetve a u, = tg(o) jeldlést kapjuk:

(138) S =N 1g(p)
(139) S _=Nuy,

ahol -t tapadasi surlodasi egyiitthatonak nevezziik.

Egy gondolat erejéig itt térjiink vissza a cstiszasi surlodasra. Ha egy
valtoztathat6 hajlasszogl lejton a test a > ¢ szognél megesuszott, utana
a lejtd hajlasszogét egy o < ¢ értékre kell csokkenteniink, ha azt akarjuk,
hogy a test megalljon. A test megmozdulasaval ugyanis megvaltozik a test
és a feliilet kozti strlodasi egyiitthatd, és bar az erékrél eddig elmondott
Osszefliggések érvényesek maradnak, a u tapadasi surlodasi egyiitthato
szerepét a nala kisebb u cstszasi surlodasi egyiitthato veszi at. A surlodasi
eré a mozgas soran allando, értéke S = Nu.

10.1.3. Ferde huzas dontott feliileten
10.1.3.1. Nyugvo test huizasa felfelé

Tegyiik fel, hogy egy o hajlasszogl lejtén egy G stlyu test nyugalomban
van. Mekkora lehet legfeljebb egy olyan, a testet a lejton folfelé huzo F erdé
nagysaga, amely nem a lejtd iranyaban hat, hanem azzal egy f§ szoget zar be,
hogy a test még éppen ne cstisszon meg folfelé (77. abra)? Ebben az esetben
nem csak G-t, hanem F-et is fel kell bontanunk két, egymasra merdleges
komponensre, amelyek egyike a lejtével parhuzamos, a masik mer6leges ra:

(140) F ol = E cos(ﬂ)

m

(141) F = Esin(B)
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77. abra

EkkorazNer6azF _  ¢ésaG, vektorok dsszegével tart egyensulyt:

(142) N=G ¥F, =Gcos(a)FF,,sin(pB)

A fels6 eljel a pozitiv S szogekre, azaz a lejto sikjatol ,,elfelé” mutato iranya
F erére, az alsé eldjel a negativ ff szogekre, azaz a lejto sikjanal ,,lejjebb”
mutatd F erére vonatkozik.

Hasonloan, az F__ is hozzdadédik GH-hoz, és ez az eredd erd tart
egyensulyt S_ -szal:

max

(143) S =F

max max”

max

-G =F, cos(B)-Gsin(a)

A (138) egyenlet bal oldalaba a (143) Gsszefiiggést, jobb oldalaba a (142) 6ssze-
fliggést behelyettesitve és a tangenst szinusz per koszinusz alakra atirva:

sin(p) $E_sin(B) sin(p)

(144) Faxcos(ﬂ)—Gsin(a):GCOS(a)Cos(p) cos(p)

m:

Mindkét oldalt végigszorozva cosp-val €s az igy kapott egyenletet F__ -ra
¢és G-re rendezve:

(145) F,, (cos(ﬁ)cos(p)isin(ﬂ)sin(p)) = G(cos(a)sin(p)+sin(a)cos(p))

majd a szogek Osszegére és kiillonbségére vonatkozo addicios tételeket fel-
hasznalva F__ -ot kifejezve:

sin(p+a)

(146) E =G
cos(pFB)

max



128 MECHANIKA I.

A nevezdben a felsé eldjel a lejtd sikjanal ,,feljebb”, azaz a lejt6tdl elfelé,
az also elgjel a lejto sikjanal ,,lejjebb”, azaz a lejt6 felé mutatod F vektornak
felel meg.

10.1.3.2. Nyugvo test huizasa lefelé

Tegyiik fel, hogy egy o hajlasszogl lejtén egy G stlyu test nyugalomban
van. Mekkora lehet legfeljebb egy olyan, a testet a lejton lefelé hazo F erd
nagysaga, amely nem a lejto iranyaban hat, hanem azzal egy f szoget zar
be, hogy a test még éppen ne cstisszon meg lefelé (78. abra)?

78. abra

A levezetés teljesen hasonld az elézéekben ismertetetthez, minddssze
a (143) egyenletnek megfeleld egyenletben nem kivonas, hanem &ssze-
adas fog szerepelni a jobb oldalon. Az igy mddositott (143) 6sszefliggéssel
¢és a (142) osszefiiggéssel végigszamolva a kovetkezot kapjuk az F eré maxi-
malis nagysagara:
(147) £ —ginlp=a)

” cos(pFB)

A (146)—(147) egyenletek tehat felirhatok egyben is, ahol a szamlaloban
a fols6 muveleti jel a lejton folfelé, az also a lejtén lefelé mozgatd F ese-
tének felel meg. A nevezdben a felso eldjel a lejtd sikjanal ,,feljebb”, azaz
a lejt6tol elfelé, az alsé eldjel a lejtd sikjanal ,,lejjebb”, azaz a lejto felé
mutato F vektornak felel meg:

sin(pta)

(148) E. =G
" cos(pFB)
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10.1.3.3. Csl1sz0 test megtartasa

Tegylik fel, hogy az o hajlasszogii lejtore helyezett G stlyu test nincs nyuga-
lomban, hanem lefelé mozog, azaz a lejto és a test kdzti u csuszasi surlodasi
egyitthatd az o szo6ghodz képest nem elég nagy, hogy a test nyugalomban
maradjon. Kérdés, hogy mekkora, a lejté sikjaval £ szoget bezaro, folfelé
mutato F er6 sziikséges, hogy a test megalljon?

A levezetés teljesen hasonlo az elézéekhez, annyi kiilonbséggel, hogy
ekkor FesS  isa lejtén felfelé mutat, azaz a (143) 6sszefliggésnek meg-
felel6 egyenlet az

Smax = FminH = G”

S o+ Eoncos(B)=Gsin(a)
alakot veszi fel. Ezzel, illetve a (142) 6sszefiiggéssel végigszamolva, kapjuk:

(150) R, =G =p)

mn cos(ﬂip)

(149)

ahol a nevezdben a felsé eldjel a lejtd sikjanal ,,feljebb”, azaz a lejt6tol elfelé,
az also elgjel a lejto sikjanal ,,lejjebb”, azaz a lejt6 felé mutatod F vektornak
felel meg.

10.1.3.4. Vizszintes tolas/huzas felfelé

A dontott felitleten valo ferde htizasnak egy specialis esete, amikor £ = a,
azaz a lejton felfelé nyomo F eré merdleges a gravitacios erére (79. abra).
Ez annak felel meg, hogy az F er6 felfelé htizza a testet. Ez a (148) egyenlet
szamlaldjaban a felsé eldjel esete, hiszen mindegy, hogy lentrdl felfelé tol-
juk vagy fentrél htizzuk a testet. De ekkor az F erd a lejtd sikjahoz képest
lefelé”, a lejtd sikja felé mutat. Ez a (148) egyenlet szamlalojaban az alsoé
eldjel esete. Mindezt Gsszevetve a (148) egyenlet szamlalojaban és neve-
z0jében is ¢ + « jelenik meg a szogfiiggvények argumentumaban, ami igy
a tangens szogfiiggvénynek felel meg:

(151) F. =Grg(p+a)
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79. abra

Ha F ellenkez6 iranyba mutat, azaz lefelé hiizza a testet, akkor a szamlalo-
ban az alsé, a nevezdben a felsd eldjelet kell figyelembe venni:

(152) r _gsnlp-a)

- =Gg(p-a)
cos(p—a)

10.2. Surlodasi kap

A 80. abran lathato6, a nyomoerd ¢s a surlodasi erd vektori 6sszegeként képzett
R =N + S er6t tdimasztoerdnek nevezziik, maximalis értéke R...=N+ Smax,
amelyet az a = g esetben, a megcsuszasi hatarhelyzetnél vesz fel. Ezt az er6t
fejti ki a tamasz a testre.

Fo
80. abra

Ha azonos alaku (pontosabban azonos érintkezési feliiletii), de nehezebb
(nagyobb tomegii) testet helyeziink az o hajlasszogii lejtére, azzal megnd-
veljiik a G = mg erd nagysagat, ¢és ezzel azN = Gcosa, deazS = Gsina
eré nagysagat is; igy bar az R eré nagysaga is megnétt, a lejtd sikjaval
bezart szoge azonban nem valtozott. Ez azt jelenti, hogy a test tomegének
novelésével a maximalis surlddasi erd is névekszik, mikézben a megcsuszas
hatarszoge allando marad.

Ha érdesebb feliileti lejtore helyezziik a testet (vagy ugyanarra a lejtore
egy azonos tamadasi feliilet(i és tomegii, de érdesebb feliileti testet helyeziink),



SURLODAS 131

akkor csak az S érték novekedését tapasztaljuk, hiszen G értéke €s azon
keresztiil az N értéke nem valtozott. Ez azt jelenti, hogy az R és ¢ értéke is
novekszik: a megesuszas érdesebb feliiletii lejton csak meredekebb hajlas-
szognél kovetkezik be.

A tapadasi surlddasi er6 maximalis nagysagat tehat két koriilmény
befolyasolja: a test tomege, valamint a lejto és a test anyagi mindsége, de
elébbi a megcestszas hatarszogére nincs hatassal.

Rajzoljuk fel az N, S ¢és R vektorokat a lejtére (81. dbra). Mivel
a lejté allasa a testhez képest barmilyen lehet, hiszen a nyomderd nagysaga
nem fiigg a test és a lejtd érintkezési feliiltének alakjatol, csak nagysagatol,
ezért az R tamasztoerd valdjaban az N nyomoerd koriili ¢ félnyilasszogii
kup feliiletén vagy azon beliil helyezkedhet el, hogy a test nyugalomban
legyen. Haa = ¢, akkor R=R__ ponta kup feliiletére illeszkedik; ha o < g,
akkor R<R__akupon beliil taldlhato. Ezt a 2¢ nyilasszogii kapot strlo-
dasi kupnak nevezziik.

10.3. Onzaras

Lehetséges olyan szerkezetek készitése is, amelyeknél a nyugalmi helyzetet
a surlodas teszi lehetévé. Ehhez az kell, hogy a testet mozgato erével ara-
nyosan ndjon az N nyomoerd, igy a strlodasi er6 mindig nagyobb legyen
a mozgatd erénél.

Nézziink egy rad mint tengely mentén elmozdulni képes csuszkat.
Mivel egy minimalis mozgasa kell, hogy legyen a cstiszkanak, hogy el tudjon
mozdulni a rud mentén, amikor egy F erével megterheljiik, két, a 82. abran
jelolt helyen fog érintkezni a raddal. Mivel a strlédasi eré mindig gatolja
a mozgast, a fellépd S erdk az F erével ellentétes iranyba fognak mutatni,
a nyomoerok pedig az érintkezési feliiletre merdlegesek lesznek.
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82. abra

Vizsgaljuk azt az esetet, amikor a maximalis strlodasi erd 1ép fel, azaz
S=8 . ¢ésazNésazN+S =R erdk dltal bezart szog €ppen o. A fiiggd-
leges iranyu erék osszegének nullanak kell lennie, ezért:

(153) F=2S__

Tovabba tudjuk, hogy egyenstlyban vagyunk, ezért az Gsszes eré vek-
tori Osszege 0, azaz mivel a két R er6 és F Gsszege 0, ezért e harom erd
hatasvonalainak a 3.3. fejezetben elmondottak alapjan egy kozos pontban
kell metszeniiik egymast. Jeloljiik ennek a pontnak a rud tengelyétdl valo
tavolsagat k -lal! Irjuk fel a forgatonyomatékok egyensulyat az A pontra:

(154) ~(ky—r)F+hN-2rS=0

Behelyettesitve a (153) kifejezést, végigosztva N-nel és az S/ N = tgo =y,
helyettesitést elvégezve:

(155) —ky 2y + 720y +h =271, =0
Az egyenletet K -ra rendezve kapjuk:
(156) k= h=2rpy _ b

2, 2,

Ha az F erd kozelebb van a tengelyhez, mint k , akkor, bar az S er6 abszolut
¢rtéke S | marad, az N erd nagységa lecsdkken, hogy akét R erd és az F erd
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hatasvonala egy pontban metssze egymast. Ez azt jelenti, hogy az R er6
o-nal nagyobb szoget fog bezarni az N erdvel, vagyis a surldodasi kupon
kiviil keriil, és a csuszka megcsuszik.

Ha az F er6t tavolitjuk a tengelytdl, akkor az N erék ugy fognak csok-
kenni, hogy a két R er6 és az F er6 hatasvonala tovabbra is egy pontban
metsz8djon a 82. abran vonalkazott teriileten beliil. Ekkor az R erd g-nal
kisebb szoget fog bezarni az N erdvel, azaz a strlédasi kiipon beliilre keriil.

Ha tehat az er6 hatdsvonaldnak a tengelytdl val6 tavolséga legaldbb Kk ,
akkor lesz a szerkezet 6nzard. Mint a (156) egyenletbdl lathatjuk, ez a tavol-
sag nem fligg F nagysagatol, csak a csuszka h magassagatol és a csuszka
¢s arud kozotti u, tapadasi sarlodasi egyiitthatotol.

Az 6nzarasnak szamos gyakorlati alkalmazasa van a csavaroktol (6n-
zard anyak) kezdve a sziklamaszok ereszkeddgépein at a felvonok kotél-
szakadasa esetén mitkodésbe 1ép6 fogokésziilékekig.

10.4. Kotélsurlodas

Fektessiink egy hengerre a 83/a abran lathaté modon egy vékony, teljesen
hajlékony kotelet! Tegyiik fel, hogy tgy hiizzuk meg a kételet az egyik végén
T, amasik végén T, erc'ivel,‘hogy akotélegy o pagységﬁ kozépponti szogben
(az tigynevezett koriilfogasi szogben) érintkezik a hengerrel. Legyen T, > T .
Mivel a henger és a kotél kozott fellép egy surlddasi erd, bizonyos nagysagu
T, — T, erdkiilonbségig a kotél nem cstiszik meg. Vizsgaljuk a megestiszas
pillanatat, azaz amikor S =S _ .

ds| ds

SN =T

T: To

la I
83. abra
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Vegyiik a kotélnek egy nagyon (,,végteleniil”) kis ds elemét (83/b abra),
amelyhez tartoz6 kozépponti szog dp. Mivel T, > T , azért ennek a kotéle-
lemnek a bal oldalat egy kicsivel nagyobb er6 terheli, mint a jobb oldalat.
Jeloljiik a kotélelem jobb oldaldna T és T, erdk ereddjekeént hato erdt T-vel,
a bal oldalan hat¢ ellentétes iranyu (kicsivel nagyobb) er6t T + dT-vel. Ezek
radialis (hengerpalastra meréleges) komponenseivel az érintkezési feliilet
kozéppontjaban hatdé dN nyomoerd tart egyensulyt. Mivel T# T +dT, ezért
sziikséges a surlodasi erd is, hogy a tangencialis (hengerpalast iranyu, ||)
erdk egyenstlyban legyenek, jeloljiik ezt a kisebb erd, azaz T irdnyaba
mutato erét dS__ -szal.

Mivel a T és a T + dT erdk vektorai altal kdzrezart sz6g merdleges
szaru szog dp-vel, ezért nagysaga szintén de. Ez azt is jelenti, hogy mind T,

mind T +dT vizszintessel (a hengerpalast érint6jével) bezart szoge d7<p .

Ezek segitségével felirva a tangencialis (||) és radialis (1) komponenseiket:

TH =7 cos(d—(pj

(157) c12
T, =T sin(—(p}

2

(158) (T +dT), :(T+dT)cos(d7‘/’j
(T+dT), =(T+dT)sin(d7(P)

A tangencialis és a radialis komponensek dsszege kiilon-kiilon is nulla:

(159)  dS,.. =(T+dT)cos [djq)j —T cos (dT(pj =d7T cos (dT(Pj

(160) dN=(T+dT)sin(d7(pj+Tsin(d7(pj=2Tsin(d7(pj+dein(d7(pj

Alkalmazzuk a szogfliggvények kis argumentumokra érvényes kozelité-
sét. Mivel a szinuszfliggvény kis szogekre kozelithetd egy 1 meredekségii
egyenessel, ezért a fliggvényérték helyett vehetjiik csak az argumentumat.
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A koszinuszfliggvény nagyon kis szdgekre egy vizszintes, azaz 0 mere-
dekségli egyenessel kozelithetd, a fliggvény pontos értéke helyett tehat
j0 kozelitéssel vehetjiik a 0-beli értékét, 1-et.

Mivel dg nagyon kicsi, hasznalhatjuk ezt a kozelitést. Elvégezve a (159)
¢és a (160) egyenletekben a sin(dg/2) = dp/2 és a cos(dp/2) = 1 helyette-
sitéseket:

(161) ds, =dT

(162) dN=2Td—(P+de—q)
2 2
A (162) egyenlet masodik tagja masodrendiien kicsi, mivel dT €s d¢ szor-
zatat tartalmazza, ezért ezt is elhanyagolhatjuk.
A (139) egyenletet differencialis alakban felirva, majd a bal oldalaba
a (161) osszefliggést, jobb oldalaba a (162) 6sszefliggést behelyettesitve:

(163) dS_=dN y,

max

(164) d7 =T dou,

Mindkét oldalt leosztva T-vel megkapjuk a kotélsurlodas differencialegyen-
letét:

(165) a7 _ . d
= Hyde

Mivel a T erd nagysaga T, -tol T -ig véltozhat, ezért a bal oldalt ezen két
hatar kozott integraljuk, a jobb oldalt pedig 0 és a kozott, mivel ez a teljes
felfekvo kotélrész kozépponti szoge:

T a
cdT
(166) €L [, do
Ty r '(')‘ '
T
(167) In (FLJ = U,

Mindkét oldalt az e-adik hatvanyra emelve (az exponencialis fiiggvény
szigori monotonitdsa miatt) €s T -lal beszorozva kapjuk:

(168) T, =Ty ™"
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azaz ha ismerjiik az egyik oldali erét, ki tudjuk szamolni azt a legnagyobb
vagy legkisebb, masik oldalon alkalmazandé erét, amely esetében adott
kortilfogasi szognél és tapadasi surlddasi egyiitthatd esetében a kotél még
éppen nem cstszik meg.

10.5. Gordiilo ellenallas

Mind a tapadasi sirlédasnal, mind a csuszasi surlodasnal kisebb a hengeres
testek mozgasakor fellépd gordiilé ellenallds nagysaga (amelyet gyakran
neveznek gordiilostrlodasnak is). Ha a gorgd, kerék vagy abroncs, amely
a palyan gordiil, egyaltalan nem deformalédna mozgas kdzben (és a palya
sem), akkor ez a fajta ellenallas nem létezne. Azonban mindkettd, bar eltérd
mértékben, deformalddik a mozgo szerkezet sulya alatt. A 84. abran lathato
esetben a kerék a keményebb, amely igy deformalja a talajt (természetesen
a deformacié mértéke altalaban a rajzon abrazoltnal joval kisebb).

Legfeljebb mekkora F =F erdvel hathatunk a hengerre az egyik oldaldn
a kozepével azonos magassagban ahhoz, hogy éppen ne mozduljon meg?
Nevezziik a deformaciobol szarmazo, az F erével azonos nagysagu, de
ellentétes iranyban hato er6t gordiild ellenallasi erének (Sg). Ez sziikséges
a (22) egyenlet alapjan az egyenstlyhoz. Sziikséges, de nem elégséges,
hiszen hatasvonalaik nem esnek egybe, igy erdpart alkotnak, amely viszont
egy ered6 forgatonyomatékkal hat a testre. A (24) egyenlet alapjan tehat
sziikséges egy ezzel azonos nagysagu, de ellentétes iranyitottsagu forgato-
nyomaték-vektornak is hatnia a testre, hogy egyenstlyban legyen. Ezt egy
fliggbleges iranyu erdpar fejti ki: a stlyerd (G) és a talaj nyomoereje (N),
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amelyek szintén azonos nagysaguak, de ellentétes iranyitottsagtiak. A viz-
szintes erdpar karja jo kozelitéssel a henger sugara (r). Ezzel szemben
a fuggdleges eréparnak az alapjat ismerjiik, karjat nem. Jeloljik ez utdb-
bit, a G és az N erék hatasvonalanak tavolsagat k-val. Ezt a mennyiséget
a gordiild ellenallas karjanak nevezziik. Ha ez 0, azaz G és N hatasvonala
egybeesik, mivel mind a talaj, mind a test tokéletesen merev, akkor barmi-
lyen kis F erével hatunk a testre, az el fog mozdulni. {rjuk fel a két erdparra
az egyensulyi egyenletet:

(169) rF =kG

azonban F__ is ¢és K is ismeretlen. Ez valdjaban érthet6 is, mivel a meg-
oldas fiigg a henger tomege mellett a gordiilésurlodasi egyiitthatotol is.
Ez utobbit tehat kisérletileg kell meghataroznunk, hasonldan a surlodasi
sz0ghoz. Helyezziik tehat a hengert egy valtoztathato meredekségii lejtore,
és noveljiik annak vizszintessel bezart szogét addig, amig a henger el nem
kezd legordiilni (85. abra).

™)

85. abra

Fejezziik ki a henger G sulyerejét egy lejtéiranyu (||) és egy arra mer6le-
ges (L) komponenssel:

(170) G, =Gsin(a)

(171 G, =Gcos(a)

A (169) egyenletben szerepld F itt a GH-nak felel meg, a G pedig a G -nek.
Ezeket behelyettesitve:

(172) rGsin(a)=kGcos(a)
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G-vel leosztva az egyenletet (amit megtehetiink, hiszen biztosan nem 0,
hiszen ha nulla lenne, eleve nem lenne gordild ellenallas, vagyis k = 0
lenne) és k-t kifejezve kapjuk:

(173) k=rg(a)

amelynek ismeretében a (169) egyenletbdl kifejezhetd F__értéke.
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