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1. A fejezet célkitiizése

A fejezet célja az ¢l6z6 fejezetben megismert, a halézattudomanyban hasznalt alapfogalmak
kontextusba helyezése. A fejezet attanulméanyozasa soran a hallgatok megismerkednek
a véletlen halozatokkal, a kisvilag-elmélettel, valamint a skalafliggetlen haldzatokkal. Meg-
vizsgaljuk, hogy ezek az elméletek alkalmasak-e a valodi halozatok leirasara. Bemutatjuk
az internet és a halozattudomany kozotti 6sszefiiggéseket.

2. Véletlen halozatok

A véletlen halézatok bevezetéséhez nem szolgalhatna jobb példa, mint amelyet Barabasi
Albert-Laszlo, a halézattudomany atyja hasznal szamos publikacidjaban. Nézziik hat!

Tegyiik fel, hogy egy partit szervezel, s a meghivott kdzel szaz vendégbdl kezdetben senki
sem ismeri a masikat. A megnyitot kdvetden a vendégeket borral, sajttal és szendvicsekkel
kinalod. Hamarosan azt fogod tapasztalni, hogy a vendégeid koriilbeliil harminc-negyven
2-3 f6s csoportban beszélgetnek, hiszen a talalkozas és masok megismerése olyan emberi
vagy, amely mindig 0sszehozza az embereket. Most emlitsd meg az egyik vendégnek, pél-
daul Katinak, hogy a s6tétzold cimkézetlen livegben egy ritka, j6 évjarata bor van, sokkal
jobb, mint a voros cimkéjh iivegben, de kérd meg, hogy ezt az értesiilést csak az ismero-
seivel ossza meg. Talan biztonsagban érzed a draga borod, mert Katinak még csak néhany
emberrel sikeriilt eddig talalkoznia.

A vendégek idokdzben elkeriilhetetleniil elunjak magukat, ha til hosszu ideig ugyanazzal
az emberrel beszélgetnek, igy tovabbmennek, hogy csatlakozzanak egy masik csoporthoz.
Egy kiilsé megfigyel6 talan semmi kiilondset nem venne €szre a beszélgetd csoportokat
latva. Mégis a vendégeket, akik korabban talalkoztak, lathatatlan szalak kotik 6ssze. Ennek
kdszonhetden szovevényes utak alakulnak ki azok kozott is, akik még nem talalkoztak.
Példaul Kati és Janos nem ismerik egymast, de mind a ketten talalkoztak mar Zolival, igy
Katitél Janosig Zolin keresztiil vezet az ut. A felcimkézetlen jo bor titka lassan elterjed
az egész tarsasagban, eljut Katitél Zoliig, Zolitol pedig Janosig.

Biztos lehetsz benne, hogy ha mindenki ismerné a masikat a vendégeid koziil, akkor
csak a jo bort fogyasztanak. Csakhogy 99 masik emberrel talalkozni id6igényes feladat.
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M¢ég ha csak 10 percig is tart egy ilyen beszélgetés, ez a folyamat 16 orat venne igénybe!
Mivel a partik ritkdn nyulnak ilyen hosszura, joggal szamitasz arra, hogy a parti végére
marad néhany tiveggel a jo borbdl.

De ne is reménykedj ebben! Ebbdl a fejezetbdl kideriil, hogy miért. Megvizsgaljuk,
hogy a parti ismeretségi halozata a klasszikus halozatkutatasban hasznalt véletlen halozat
modelljét veszi fel. A véletlen halozatok elmélete alapjan pedig elég csupan minden ven-
dégnek legalabb 1 masik vendéggel talalkoznia ahhoz, hogy a jobb bor titka révid id6 alatt
mindenkihez eljusson.

2.1. A véletlenhalézat-modell
2.1.1. A véletlen hdlozatok torténete

A koktélparti példaban bemutatott szituacio a részét alkotja egy olyan problémanak, amellyel
az elozo fejezetben foglalkoztunk. Ez nem mas, mint az Euler altal felfedezett grafelmélet.
Az 1. abran 1atjuk a) a parti kezdetén kialakult, egymastol elszigetelt beszélgetd csoportokat,
majd b) a vendégek elvegyiilése utan kialakuld ismeretségi halozatot. Ebben a halézatban
a vendégek a graf csucspontjai, a talalkozasok soran pedig kapcsolatok, azaz élek jonnek
létre a csucsok kozott. A talalkozasok véletleniil alakultak ki, igy keletkezett a parti soran
egy ismeretségi halozat, azaz egy grdf.

a)
n’ i
(-

1. dbra

Ismertségi halozat kialakuldasa egy partin, véletlen megismerkedések folytan

Forrds: BARABASI 2017

Eszszer(i megoldasnak tiinhet, de valéjaban felfoghatatlanul nagy kihivast jelent minden
halézatot grafokra leegyszerisiteni, hiszen hogyan talalunk k6zos alapot egy sejt, az in-
ternet, egy barati kor, vagy az egész tarsadalom abrazolasara? Nyilvanvalo, hogy a pontok
kozotti kapesolatok 1étrejottét mas és mas szabalyok iranyitjak ezekben a haldzatokban.
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Erdds Pal (1913—-1996) és Rényi Alfréd (1921-1970) magyar matematikusok vallalkoztak
e lehetetlennek tiing feladat megoldasara. 1959-1968 kozott megjelent nyole tanulmanyukban
egyesitették a valoszinliségszamitast, kombinatorikat és a grafelméletet, ezzel megalapozva
amatematika 0ij tudomanyagat: a véletlen halozatok elméletét. Toliik fiiggetleniil, de ugyan-
ebben az idészakban Edgar Nelson Gilbert is Iétrehozta a véletlen halozatok modelljét.

2.1.2. A véletlenhalozat-modell: Erdés—Rényi-halozat

Az ¢el6z6 fejezetben lathattuk, viszonylag egyszerii a csomopontokbdl és ¢lekbdl allo halo-
zatokat modellezni. A 6 kérdés, hogyan 1étesitsiink kapcsolatokat a csomdpontok kdzott,
ha szeretnénk visszaadni a valosagos halozatok komplexitasat. A valosagban 1étez6 haldza-
tok eltérd szabalyrendszer alapjan jonnek 1étre. Ahhoz, hogy k6z6s keretben vizsgalhassak
ezeket az Osszetett grafokat, Erdds és Rényi szandékosan figyelmen kiviil hagyta a koztiik
levo kiilonbségeket. A valdsagban eléforduld haldzatok legtobbjének nem kiszamithato,
szimmetrikus a szerkezete, inkabb véletlenszeriinek tlinnek.

A véletlen halozatok elmélete ezért a halozatok 1étrehozasa és jellemzése soran azok
nyilvanvalo véletlenszeriiségét veszi alapul. Azaz egy halozat modellezése soran a legész-
szerlibb, ha a kapcsolatokat (¢leket) véletlenszeriien hozzuk 1étre a csomopontok kdzott.

Egy véletlen haldézat N megjelolt csomdpontbol all, és minden csomdpontpar ko-
z6tt egyforma, p valoszintiséggel all fenn kapcsolat. Edgar Nelson Gilbert vezette be ezt
a G (n, p) modellt, amelyben az N szami csomopontbol képezhetd parok mind p valdsziniiség-
gel vannak 0sszekotve. A véletlen haldzatok alapgondolata tehat a teljes egyenléség, minden
pontnak pontosan ugyanakkora esélye van arra, hogy megkapjon egy élt, mint a masiknak.

Egy véletlen grafot, azaz véletlen halozatot a kovetkezd 1épéseket kdvetve hozhatunk Iétre:

* Végy N kiilonalléo csomodpontot!

» Valassz ki két csomopontot, majd allits elé egy szamot 0 és 1 kozott! Ha a szam
nagyobb, mint p, akkor helyezz el egy kapcsolatot a két csomopont kdzott, ha nem,
hagyd 6ket 6sszekotetleniil.

+ Ismételd meg a 2. [épést minden tovabbi, azaz N(N — 1)/2 csomdpontparral!

2. abra
Példak véletlen halozatokra

Forras: a szerz0 szerkesztése
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A 2. abra latvanyosan szemlélteti a véletlenséget, hiszen két halozat lathato ugyanazzal
az N =12 és p = 0,15 paraméterekkel. Hiaba ugyanazok azonban a paraméterek, a haldza-
tok, s benniik a kapcsolatok szama kiilonbozik egymastol (az elsé esetben a kapcsolatok
szama L = 10, a masodik esetben L = 13).

2.1.3. A véletlen halozat kialakuldsa

Térjlink most vissza a koktélpartihoz, és alkalmazzuk a példara a fentiekben kifejtett vé-
letlen halézatok elméletét. Induljunk ki a sok egymast nem ismerd, elszigetelt vendégbdl.
Helyezziink el éleket a vendégek (pontok) kozott, igy jelezve a véletlen talalkozasokat. Mi
fog torténni? Ha csak néhany élt, azaz kapcsolatot helyeziink el, akkor néhany pont part fog
kapni, még tobb €l elhelyezésével elengedhetetlen, hogy néhany part 6sszekapesoljunk, igy
csoportok képzddnek.

Tovabb folytatva a kapcsolatok alkotasat, ugy, hogy minden pontra legalabb egy él
jusson, megtdrténik a csoda: az 0sszes pont egy komplex haldzat részévé valik. Létrejon
az ugynevezett oridscsoport.

Az driascsoport egy olyan pontokbdl és ¢lekbdl allo graf, amelyben egy tetszdleges
pontbdl elindulva, az ¢lek mentén haladva barmely masik tetszdleges ponthoz eljuthatunk.
A matematikaban ezt a jelenséget az dridaskomponens megjelenésének nevezziik.

Ahhoz, hogy o6riaskomponens létezhessen, a haldzatban talalhatd minden csomdpontnak
legalabb egy masik csomoponthoz kell kapcsolddnia (azaz (k) = 1). Vajon egy valddi halo-
zat teljesiti az driaskomponens I1étezésének feltételét, és ha igen, valdban magaban foglalja
az 0sszes csomopontot? A tovabbiakban erre a kérdésre keressiik a valaszt!

2.2. Kis vilagok — ,,Hatlépésnyi tavolsag”

Mindegyikiink egy nagy csoportnak, egy vilagméretli ismertségi halézatnak a része,
amelybdl egyetlen ember sem marad ki. Bar nem ismeriink személyesen mindenkit ezen
avilagon, biztos, hogy barmelyik ketté ember kozott van elérési utvonal ebben a halozat-
ban. A szociologusok igy becsiilik, hogy név szerint kétszaz—o6tszaz embert ismeriink.
Ez mindenképp tobb, mint az dridskomponens megjelenésé¢hez sziikséges 1. Kovetkezés-
képpen az emberi tarsadalom, s ehhez hasonléan mas haloézatok is nem csupan egyszerii
halok, amelyekben minden pont kzott csak egyetlen kapcsolat van, hanem szévevényes,
stiri halézatok.

,,Ezen a bolygdn mindenki hatlépésnyire van a masiktol. Hat 1épés tavolsagra.” (GUARE
1990) Ismerdésen hangzik ez a felvetés? A koztudatban régota él a kisvildg-jelenség, mas
néven a ,,hat 1épésnyi tavolsag” vagy six degrees of separation. A haldézattudomanyban
ez azt jelenti, hogy barmely tetszdlegesen kivalasztott két csomopont kozott kicsi/rovid
tavolsag van.



A HALOZATTUDOMANY ES AZ INTERNET KAPCSOLATA 145

2.2.1. Milgram kisvilag-kisérlete

A kisvilag-jelenség bemutatasara elséként Stanley Milgram amerikai szocialpszichologus tett
kisérletet. Az ismeretségi halozatok bemutatasara €s két tetszélegesen kivalasztott személy
kozotti atlagos tavolsag megmérésére iranyult a kisérlete, amely a kdvetkez6képpen allt dssze.

Milgram Massachusetts allamban kivalasztott két ,,csomdpontot”, egy bostoni tézsde-
ligynokat és egy sharoni teologushallgatot. Ezutan véletlenszeriien kivalasztott személyeknek
kiildott levelet két masik varosba (Wichita, Omaha). A levél roviden tartalmazta a kutata-
sanak céljat, valamint az egyik ,,csomopont” fényképét, nevét, cimét, valamint egyéb fon-
tos adatokat. Arra kérte a cimzetteket, hogy kiildjék tovabb a levelet annak a baratjuknak,
csaladtagjuknak vagy ismerdsiiknek, akik szerintiik a legnagyobb valoszinliséggel ismerik
a ,,csomépontot”. Természetesen, ha a levél els6é cimzettjei ismerték a célszemélyt, nekik
kellett a levelet visszajuttatni Milgram részére. A kikiildott 296 levélbdl végiil 64 érkezett
vissza. Volt, amelyhez csupan 1, mig mas levelekhez 11 kdzvetitére volt sziikség. Ezeknek
az ismeretségi lancoknak a fényében Milgram arra a kovetkeztetésre jutott, hogy a kdzve-
titdk atlagos szama 5,5, azaz nagyon kicsi.

Milgram kisérlete 6ta szamos kutatd bebizonyitotta, hogy a kisvilag-jelenség nem
csak az emberi kapcsolatokra, hanem minden halozatra jellemz6. De jogosan vetddik fel
a kérdés, hogy miért van ez igy, mi magyarazza a kicsi tavolsagok 1étét?

Egy egyszerii szamitassal valaszt tudunk adni erre a kérdésre. Vegyiink egy véletlen
haldzatot, amelyben a csomdpontok atlagos fokszama (k). Ez azt jelenti, hogy egy pontbol
1 Iépéssel masik pontot érhetiink el, azaz

(k) szaml csomopont esik egy kapcsolatnyira d = 1

(ky* szam1 csomopont esik két kapcsolatnyira d = 2

(ky* szamu csomopont esik harom kapcsolatnyira d = 3

(k)'szamu csomopont esik d kapcsolatnyira.

Ebbdl kovetkezik, hogy ha k nagy, akkor még kis d érték esetén is az elért pontok szama
igen nagy lehet. Néhany lépésen beliil akar az 6sszes pontot elérhetjiik a halozatban. A kis-
vilag-jelenséget tehat konnyen matematikai képletté alakithatjuk, amelynek segitségével, ha
tudjuk a véletlen halozatban a pontok szamat, konnyen kiszamithato a tavolsag nagysaga:

@~ logN
log(k)
Fontos megjegyezniink, hogy ha egy halozatban N csomdpont van, akkor £ nem lépheti
tal az N-et. Azaz k? = N.
A fenti képlet alapjan a kis tavolsag a logaritmikus tagnak koszonhetd. Valdjaban egy
igen nagy szam logaritmusa is mindig egészen kicsi, példaul az egymilliard tizesalapt lo-
garitmusa 9.

2.2.2. Watts—Strogatz- (kisvilag-) modell

A kisvilag-érzést gyakran az idézi elé, amikor kideriil, hogy egy azel6tt még sosem la-
tott személy ismeri valamelyik baratunkat, csaladtagunkat. De mekkora annak az esélye
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a véletlenhalozat-modell alapjan, hogy két baratunk ismerje egymast? Pontosan ugyanakkora,
mint annak, hogy a legjobb baratunk ismeri az USA elndkét, egy velencei gondolast vagy
egy kinai gyari munkast. Nyilvanvalo, hogy a tarsadalmunk nem igy miikddik. A min-
dennapjaink soran csoportoknak vagyunk a részei, igy elkeriilhetetlen, hogy a barataink,
a csaladtagjaink és a kollégaink ismerjék egymast.

A haldzatokban egy csomdpont vizsgalata soran, ha tudjuk egy csomopont fokszamat,
az még nem mond el semmit arrol, hogy a szomszédjai kozott milyen kapesolat van. Ismerik
egymast, vagy teljesen elkiiloniilnek egymastol, mennyi kapcsolatuk van? Ennek a kér-
désnek a megvalaszolasara vezette be Duncan Watts és Steven Strogatz a klaszterezettségi
(csomosodasi vagy csoporterdsségi) egyiitthatot.

A klaszterezettségi egyiitthato megadja, hogy a haldzat valamely csomopontjanak a szom-
szédjai milyen striiséggel kapcsolddnak egymashoz. A csomésodasi egyiitthaté mindig 0
és 1 kozé es6 szam, ahol a 0 azt jelenti, hogy a kivalasztott pont szomszédos csomdpontjai
kozott nincs kapesolat, az 1 pedig azt jelenti, hogy a szomszédok teljes grafot alkotnak.

C=1 C=1/2 C=0

3. abra
Klaszterezettségi egyiitthatd: a 4 fokszamii csomdpont C, klaszterezettségi egyiitthatoja a szomszédok

harom kiilonbézd elrendezésében

Forrds: BARABASI 2017

Watts és Strogatz megallapitotta, hogy a véletlenhalozat-modell nem irja le megfeleléen
a valosagos halozatokat, mert azokban nagy a klaszterezettségi egyiitthato, és rendelkez-
nek kisvilag-tulajdonsaggal. Az altaluk kidolgozott modell a szabalyos grafok és a véletlen
haldzat kozé esik. Mig a szabalyos racsban magas foku a klaszterezettség, de nem alakul
ki kis vilag, addig a véletlen halézatokban a csomoponterdsség alacsony, de meg van benne
a kisvilag-tulajdonsag.

Watts és Strogatz modelljét a kovetkezéképpen irhatjuk le:

* Vegyiink N szaml csomopontot, amelyek egy kor mentén helyezkednek el.

* Minden csomdpont dssze van kapcsolva a kdzvetlen és a masodik szomszédjaval,
tehat minden csomopontnak kezdetben 4 kapcsolata van. Ez azt jelenti, hogy a klasz-
terezettségi egylitthatdo magas. (C) = 3/4

* Ezutan p valoésziniiséggel atkotiink minden élt egy véletlenszertien kivalasztott 4j
csomoponthoz.
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* Ennek eredményeként megmarad a magas klaszterezettség, de a véletleniil kivalasz-
tott hosszu €élek jelentdsen lerdviditik a csomopontok kdzotti tavolsagot, igy kialakul
a kisvilag-tulajdonsag. (Ha p = 1, akkor minden ¢lt atkotiink egy 0j csomoponthoz,
igy visszakapjuk a véletlen haldzatot.)

Mit jelent ez a modell a gyakorlatban? Képzeljiik el, hogy Zsolt és Péter jo baratok, egymas
szomszédjaiként ugyanabban a faluban néttek fel, jartak iskolaba. Zsolt egy nap gy dont,
hogy elutazik egy személyhez Brazilidba, akit az interneten ismert meg. Hogyan fog eljutni
oda? Valosziniileg nem hazrol hazra és falurol falura fog utazni, hanem inkabb felhivja Pé-
tert, aki néhany éve Braziliavarosba koltozott, és megkéri, hogy segitsen az uj barati korén
keresztiil kapcsolatot talalni ehhez a személyhez.

SZABALYOS KIS VILAG VELETLEN

Noévekvo véletlenszeriiség
4. abra

Szabalyos, kisvilag- és véletlenhalozat-modell 6sszehasonlitasa

Forrds: BARABASI 2017

Osszefoglalva tehat, a kisvilag-jelenség nem csak az emberek képzeletében vagy a koz-
tudatban 1étezik, konnyen megérthetd ez a jelenség a véletlenhalozat-modell segitségével.
Napjaink tarsadalmaban mindenkinek vannak tavol €16 ismerdsei, nem hianyoznak a hosszu
kapcsolatok a halozatunkbol. Szamos halozat rendelkezik kisvilag-tulajdonsaggal, azonban
a kovetkez6kben latni fogjuk, hogy a valds halozatok gyakran eltérnek az imént ismertetett
képlettdl.

2.3. A véletlen halézat kritikaja

Ahogyan a 2.1.2. pontban kifejtettiik, a véletlen halozatokban a pontok teljesen egyenldk.
Vetitsiik ki ezt a gondolatot a 7,5 millidrd f6bdl allé emberi tarsadalomra. Ha igaz lenne
a véletlen halozatok elmélete, akkor minden ember teljesen atlagos lenne, nagyjabdl ugyan-
annyi ismerdssel. Egy ilyen vilagban ugyanakkora eséllyel lenne egy magyar kozépiskolas
diak legjobb baratja egy kinai gyari munkas vagy egy kozép-afrikai gyapottermeszto, mint
sajat osztalytarsai. Léteznének iskolak, vallalatok vagy allamok, ha a tarsadalomban ¢16
emberek teljesen véletlenszerlien 1épnének kapcsolatba egymassal?
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A halozatoknak sziikségképpen van szervezo elve, nem létezhetnek egy teljesen vélet-
lenszer(i folyamat eredményeként. Erdds és Rényi azonban soha nem probalta megalkotni
a haloézatok kialakulasanak altalanos elméletét, nem torédtek azzal, hogy modelljiik hiien
tiikkrozi-e a valos halozatok komplexitasat. A véletlenhalozat-modell azonban jo viszonyi-
tasi alapul szolgal a valdsagos halozatok tulajdonsagainak vizsgalatahoz. Milyenek tehat
a valodi halozatok, és hogyan irhatjuk le 6ket?

3. Skalafiiggetlenség

A vilag sziikségszeriien eltér a véletlenhaldzat-modelltdl, az atlagostol, ezt illusztralja, hogy
a biologia leggyakrabban hasznalt fogalma a diverzitas, azaz sokféleség, valtozatossag.
A kiilonboz6 tudomanyteriileteknek megfelelden beszélhetiink bio-, genetikai, kulturalis,
vallasi, tarsadalmi vagy akar politikai diverzitasrol.

Mit jelent a sokféleség a halozatokban? A csticspontok nem lehetnek egyforma jelen-
toséglick, hanem eltérnek a kapcsolataik szamaban. A valdsagos haldozatokban sok kicsi
fokszamu és néhany kivételesen magas fokszama csomopont megjelenését figyelhetjiikk meg.
A valosagos haldzatok nem véletleniil alakulnak ki, rendez6 elviik a skdlafiiggetlenség.

3.1. Kézéppontok

A skalafiiggetlen halozatok és a véletlen halozatok kozott a legfontosabb kiilonbséget a fok-
szameloszlas adja. Ahogyan az el6z0 fejezetben lathattuk, a fokszameloszlas annak a va-
16szinliségét mutatja meg, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott csomopontnak pontosan
k legyen a fokszama, azaz k szamu kapcsolattal rendelkezzen.

Egy N pontbdl all6 halozatban a fokszameloszlas: p;, = %

Véletlen halozatokban annak a valdszinliségét, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
csomopontnak pontosan k legyen a fokszama, harom tényez6 szorzata adja. A tényez6k alapjan
a fokszameloszlas a binominalis eloszlast koveti. A binominalis eloszlas és a Poisson-eloszlas
ugyanazt a mennyiséget irja le, és sok kozos tulajdonsaguk is van, ezért a véletlen haldza-
tokban a szamitasok egyszerisitése miatt inkabb a kozelité értéket adod Poisson-eloszlast
hasznaljuk. A Poisson-eloszlas képe az ugynevezett haranggorbe, amelyben a pontok nagy
része egy atlagos értéktartomanyban mozog, ¢s ritkan talalunk szélséségeket. (Gondoljunk
az emberek atlagmagassagara! Ez Magyarorszagon a férfiaknal 175, a néknél 165 cm. Ritkan
fordul el6, hogy ennél 1ényegesen magasabb vagy alacsonyabb személyekkel talalkozunk.)

A Poisson-eloszlas a kovetkezd egyenlettel szamithato ki:

k
1o )
k!

Ezzel szemben a skalafiiggetlen haldzatok a hatvanyfiiggvény-eloszlast kovetik. A hatvany-
fliggvény-eloszlast mas néven Pareto-eloszlasnak nevezziik, Vilfredo Federico Damaso Pareto
olasz szarmazasu kozgazdasz, politologus utan. Pareto megfigyelte, hogy Olaszorszagban
a lakossag kis része, néhany igen gazdag ember keresi a legtobb pénzt, mig a lakossag nagy
részének alacsony a jovedelme. Ezt a megfigyelést dsszekapesolta a hatvanyfiiggvénnyel.

br=¢€
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Leirta, hogy a bevételek nagyjabol 80%-a a lakossag koriilbeliil 20%-ahoz keriil (80/20-as
szabaly).

Miért foglalkozunk a hatvanyfiiggvény-eloszlassal? Véletlen halozatokban kozel azo-
nos a csomopontok fokszama, azonban a skalafiiggetlen halozatokban kialakulnak kiemel-
kedéen nagy fokszamu kézéppontok. A kdzéppontok kialakulasa nem csak egy lehetdség,
megjelenésiik biztos, s6t minél nagyobb egy halozat, annal nagyobb lesz a kézéppontok
fokszama. Nem lehet minden csomdpont kdzéppont is egyben. A hatvanyfiiggvény-eloszlas
megmutatja, hogy a csomdpontok 80%-a kis fokszamu lesz, olyanok, mint amilyenekkel
a véletlen halozatokban talalkozunk. Kovetkezésképpen a kozéppontok a haldzat csupan
20%-4at teszik ki.

Nézziink most gyakorlati példakat a kézéppontok 1étezésére. Elséként gondoljunk
a sajat barati koriinkre. Mindannyiunknak vannak olyan ismerései, akik zarkdzottab-
bak, nehezen ismerkednek, igy kevés kapcsolatot alakitanak ki az életiik soran. Vannak
olyanok, akik beleillenek a szociologusok altal becsiilt atlagba, és nagyjabol 200—500
személyt ismernek név szerint. Es vannak azok a baratok, akiknek mindenhol akad egy
ismerdsiik, tobb ezer baratjuk van a kozosségi oldalakon, és kiilonleges adottsaguk van
ahhoz, hogy kapcsolatot teremtsenck. Ezek a személyek a tarsadalomban az 6sszekotok,
azaz kozéppontok (hubok).

De a kozéppontok 1étezése nem csak az emberi tarsadalomra jellemz6. Gondoljunk
a vilagon talalhato Osszes repiilétérre. Ha a 1égi kozlekedés rendszere a véletlen halozat
modelljét kovetné, az azt jelentené, hogy ugyanolyan fontossagu lenne a JFK, a Kisinyovi
¢és a Balatonf6kajari repiilotér. Természetesen tudjuk, hogy ez nem igy van. A vilag leg-
forgalmasabb 10 repiilétere (Los Angeles, London, Hong Kong, Parizs, Chicago, Dubai,
Atlanta, Peking, Dallas, Tokid) bonyolitja le az éves utasforgalom 80%-at. A kicsi repiild-
tereket csupan néhany tarsasag hasznalja, viszont a 1égi kdzlekedés halozataban a nagy
repterek fontos kdzéppontként kotik 6ssze egymassal ezeket a kisebbeket.

3.2. A skalafiiggetlenség jelentése

Egy halozat akkor skalafiiggetlen, ha fokszameloszlasa hatvanyfiiggvénnyel irhat6 le. De
mit is jelent pontosan a skalafiiggetlenség?

A véletlen halézatokban a Poisson-eloszlassal leirt fokszameloszlas csucsa azt mutatja
meg, hogy a csticspontok nagy részének ugyanannyi kapcsolata van, és ritkak az atlag-
tol eltérd pontok, tehat a pontok fokszamanak van egy jellemz6 nagysaga, egy skalaja,
amelyet konnyen elképzelhetiink és kiszamithatunk egy tetszdlegesen kivalasztott pont
segitségével.

Ezzel szemben a hatvanyfliggvény-eloszlasnak nincsen cstcsa, nem talalunk atlagos
pontot. A kevés szamu, kiemelkedden sok kapcsolattal rendelkezé csomdponttol a sok ala-
csony szamu kapcsolattal rendelkez6 pontokig a csomoépontok hierarchigjat figyelhetjitk
meg. A folytonos hierarchiaban nincs lehet6ség arra, hogy rabokjlink egy adott pontra,
¢és azt mondjuk, hogy az 6sszes tobbi pont ehhez az egyhez meglehetésen hasonlit. Ezekben
a halozatokban nincsen egy belsé skala vagy tipikus pont, ezért nevezziik a hatvanyfiigg-
vény-closzlasu halozatokat skalafiiggetlen halozatnak.
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3.3. Barabasi—Albert-modell
3.3.1. Univerzalitas

1999-ben fedezte fel Albert Réka, Hawoong Jeong és Barabasi Albert-Laszlo a web
skalafiiggetlenségét. Egy crawler (keresdmotor) szamitogépes program segitségével fel-
térképezték a vilaghalod egy részét. A crawlerprogram feladata, hogy a web barmely pont-
jarol (adott URL-halmazrdl) elindulva megvizsgalja az adott oldalt, kigyjti az oldalon
talalhato hivatkozasokat (URL-eket), és letolti a hivatkozott oldalt, végiil megvizsgalja
a hivatkozott oldalrdl tovabbmutato linkeket, majd a folyamat kezdddik eldlrél, ennek
eredménye a web térképe.

Barabasi és kutatocsoportja természetesen nem az egész vilaghalo feltérképezését tiizte
ki célul, ,,csupan” a Notre Dame Egyetemen miikod6é 300 ezer dokumentumbdl és 1,5 millio
hivatkozasbol all6 nd.edu tartomanyt vizsgalta. A kiilonb6z6 oldalak hivatkozasai alapjan
ekkor fedezték fel a kdzéppontok 1étezését, a web skalafiiggetlenségét.

A skalafiiggetlen halozat felfedezése ota szamos valds halozatrdl bebizonyosodott,
hogy skalafiiggetlen, tobbek kozott: telefonhalozat, anyagesere, nyelvészet, kozosségi olda-
lak, kozlekedés. A bizonyitékok alapjan kijelenthetjiik, hogy a valds halozatok jellemzden
skalafiiggetlenek, tehat a skalafiiggetlen halozatok univerzalisak.

Ez nem azt jelenti, hogy minden egyes valos halozat skalafiiggetlen. Sok fontos halozat
nem rendelkezik a skalafliggetlenség tulajdonsagaval, mivel a csomopontok kapcsolodasi
szama ezekben a halézatokban korlatozott, igy nem alakulhatnak ki k6zéppontok. Ilyen
haldzatokat figyelhetiink meg az anyagtudomanyban. Példaul a szénatom a legegyszeriibb
olyan atom, amely négy elektronja révén négy masik atommal képes erds kovalens kotést
Iétesiteni. Barhogyan is rendezziik a szénatomokat, sohasem lesz négynél tobb a kapcso-
lataik szama.

3.3.2. Ultrakis vilagok, noévekedeés, preferencialis kapcsolodas

A bizonyitékok alapjan latjuk, hogy a skalafiiggetlen hal6zatok univerzalisak, de ha meg
akarjuk érteni, hogyan lehet az egymastol teljesen eltérd valos haldzatok felépitése ennyire
hasonlo, meg kell vizsgalni a skalafiiggetlenséget 1étrehozo folyamatokat.
Barabasi ¢és kutatocsoportja két fontos tulajdonsagat fedezte fel a skalafiiggetlen halo-
zatnak, amelyek alapjan hatarozottan elkiiloniilnek a véletlenhalozat-modelltdl.
1. A halozatok 0j csomopontok hozzaadasaval ndvekednek.
A valbsagos haldzatok N folyamatos novekedésével jonnek 1étre, mig a véletlen-
halézat-modellben az N (csomdpontok) szama allando.
2. Az1j csomdpontok inkabb a tobb kapcsolattal rendelkezd csomopontokhoz (kozép-
pontokhoz) kapcsolodnak.

A valbdsagos halozatokban az 0j csomopontok a magasabb fokszammal rendelkez6 csomo-
pontokhoz igyekeznek kapcsolodni, ahogyan az 5. dbrdn lathatd. Az iires kordk a halozathoz
kapcsolodo 1 csomopontokat jeldlik. Ebben a modellben a legrégebbi csomopontok rendel-
keznek a legtobb kapcsolattal, ezt a jelenséget nevezi az iizleti élet elsé belépok elényének.
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A Barabasi—Albert-modellel szemben a véletlen hal6zatokban minden csomopontnak kdzel
azonos a fokszama, a kapcsolatok pedig véletlen médon jonnek 1étre.

-

5. abra
A Barabasi—Albert-modell altal leirt fejlodés

Forrds: BARABASI 2017

A kozéppontok megjelenése és szerepe a halézatban azt jelenti, hogy valdjaban nem kis
vilagok 1éteznek, hanem ultrakis vildgok, azaz a kozéppontok miatt lesznek a skalafiigget-
len halézatokban a tavolsagok rovidek, és ezek a tavolsagok mindig révidebbek, mint egy
ugyanolyan nagysagu véletlen halozatban.

Osszefoglalva: a , hat 1épés tavolsag” lerovidiilt annak kovetkeztében, hogy a skala-
fiiggetlen halozatokban szinte minden esetben az utak a kiterjedt kapcsolatrendszerrel bird
kozéppontokon haladnak keresztiil. Rdadasul a halézatok sosem statikusak, hanem dina-
mikusak, szerkezeti felépitésiik nem valaszthato el az idébeli fejlodésiiktél. Novekednek,
uj pontok jelennek meg, amelyek igyekeznek népszeriiség alapjan kapcsolodni egymashoz,
egy-egy uj pont mindig igyekszik a kiterjedt kapcsolatrendszerii hubhoz kapcsolodni.

4. Az internet mint halozat

Joseph C. R. Licklider, az MIT professzora és kutatoja mar évek 6ta a szamitogépek és embe-
rek kozotti kapcesolatot vizsgalta, amikor 1962 augusztusaban egy memorandumsorozatban
kifejtette eldszor az ,,Intergalaktikus Halozat” névre keresztelt koncepcidjat. Licklider el-
képzelte a globalisan 6sszekapesolt szamitogépek olyan halozatat, amelyhez barki barmikor
hozzaférhet, az adatok tarhaza varja, valamint programokat tolthet le. Késébb részt vett
az ARPANET kifejlesztésében kutatotarsai, Robert Taylor és Lawrence Roberts mellett.
Roberts visszaemlékezéseiben a kdvetkezot mondta: ,,Licknek volt egy zsenidlis 6tlete az Gn.
intergalaktikus halozatrol [...] Nem volt elképzelése hogyan kéne megépiteni ezt, hogyan
valosulhatna meg mindez. O csak tudta, hogy ez nagyon fontos. Szoval leiilt velem szembe,
és meggy6zott, hogy ez fontos. Es meggy6zott, hogy valdsitsam meg.”
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Licklider koncepciodja szellemiségében nagyon hasonlit a mai vilaghalohoz. A vilaghalo
ma olyan haldézat, amelyen a csomopontok az egyes dokumentumok, a kapcsolatok (élek)
pedig az egységes erdforras-azonositok (URL-ek). A haldézaton vald navigalast a hiper-
linkek, azaz ugropontok segitik. Nem véletlen, hogy a magyar és angol nyelvben egyarant
a vilaghaldo megnevezésének részét alkotja a halo kifejezés (vilaghalo, angolul "web’).
Fontos megjegyezni, hogy a web €s az internet kiilonallo haldzatok. A web informacios
haldzat, ezzel ellentétben az internet infrastruktira, csomopontjai az egyes szamitogépek
vagy routerek, kapcsolatai pedig a fizikai vagy vezeték nélkiili 6sszekottetések (optikai
kabelek, Wi-Fi, Bluetooth).

A web az egybillional tobb dokumentumaval az emberek altal valaha is 1étrehozott
legnagyobb halozat. Nem lehet eléggé hangsulyozni, hogy mennyire fontos szerepet jat-
szik a vilaghalo a halézattudomanyban. Nemcsak a mérések tesztkornyezeteként szolgal,
hanem a halozati sajatossagok felfedezésében is kiemelked6 jelentésége van.

A fejezet kdvetkezd részében megvizsgaljuk az internetet a halézattudomany szem-
pontjabdl. Elemezni fogjuk a mitkodését az alkalmassag és a robusztussag szempontjabol.

4.1. Alkalmassag

A vilaghalo egy folyamatosan valtozo rendszer. Weblapok jelennek meg, szolgaltatasok
valnak a semmibdl népszeriivé, mig masok talan évek ota léteznek, mégis csak egy sziik
réteg ismeri 6ket. Tudjuk, hogy a web skalafiiggetlen halozat, s ennélfogva kézéppontok
talalhatok benne. De mi alapjan dél el, hogy egy pont kézéppont lesz, vagy sem?

Ahogyan a 3.3.2. pontban megvizsgaltuk, a skalafliggetlen halézatokra jellemzd, hogy
folyamatosan 0j csomoépontok jelennek meg, és ezek a pontok igyekeznek a legtobb kap-
csolattal rendelkezé csomopontokhoz kapesolddni, igy a korabban 1étrejott csomdpontok
elsébbséget élveznek, valdsziniileg tobb kapcsolattal rendelkeznek, mint 0j tarsaik. De
O6nmagaban a tény, hogy egy pont korabban jott 1étre, elegend6 ahhoz, hogy hubba valjon?

Az emberi tarsadalomban egyes személyeknek megvan a képességiik arra, hogy koz-
vetitévé valjanak. Hasonlo folyamatot latunk a vilaghalon is. Egyes weboldalaknak megvan
a képességiik arra, hogy magukhoz lancoljak a latogatoikat. igy alakul ki, hogy melyik hir-
portalt olvassuk rendszeresen, melyik k6zosségi oldalon lesz felhasznaloi fiokunk, és melyik
keresémotort hasznaljuk, ha informaciora van sziikségiink.

Ezt a képességet alkalmassagnak (fitnesznek) nevezziik. A weboldalak, s altalanos-
sagban a skalafliggetlen hal6zat csomopontjai eltér6é alkalmassaguak, ebbdl lathato, hogy
annak a pontnak lesz nagyobb a fokszama, amelynek nagyobb az alkalmassaga.

4.2. Robusztussag

Az internet a valaha Iétrehozott legnagyobb haldzat, de nem mentes a meghibasodasoktdl,
zavaroktol. A természetben €s a tarsadalomban eléfordulo rendszereknek van egy figyelemre
méltd képessége: mitkodésiiket nagyobb zavarok nélkiil valtozatlanul fenn tudjak tartani
még akkor is, ha néhany alkotoelem meghibasodik, s6t egyes rendszerek 6ngyogyulasra
is képesek.
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A robusztussag az internet infrastruktira-tervezésekor a mérnokok legfébb célja, hiszen
olyan kommunikéacios halozatot kell tervezni, amely az alapfeladatait még a részegységei
esetleges meghibasodasakor is képes megfeleléen ellatni.

4.2.1. Hibatolerancia

Egy halozat hibatlird képességének vizsgalatahoz azt kell megfigyelniink, hogyan valtozik
a haldzat uthossza, ha néhany csomoépontot a kapcsolataival egyiitt eltavolitunk. A robusz-
tussag matematikai vizsgalataban a perkolacidoelmélet van a kutatok segitségére.

Egy csomopont meghibasodasa vagy hianya nem vezet a halozat 6sszeomlasahoz, ha-
nem a fennmarado csomdpontok kozotti tavolsag novekszik. Ez annak koszonhetd, hogy
kieshetnek olyan élek, amelyek biztositjak a halozat 6sszekapcsoltsagat. A 6. abra bemutatja,
hogy milyen hatassal van a haldzatra, ha abbol fokozatosan eltavolitunk csomdpontokat
(a zold korrel jelzett pontokat). Amikor még csak egy pontot tavolitunk el /a) abraj, még
nem torténik komoly probléma, az Gtvonal hossza valtozik, de a haldzat 6sszefiiggd marad.
Azonban, ha tovabbi csomopontok hibasodnak meg, a haldzat kikeriilhetetleniil széttore-
dezik, a ¢) abran lathatjuk, hogy kettd kisebb csoport valt le a halozatrdl, a d) dbran pedig
teljesen izolalt csoportokat talalunk.

a)

6. abra

Csomopontok meghibasodasanak hatasa a halozatra

Forrds: BARABASI 2017

A véletlenhalozat-modellben a csomopontok szamanak hibaja egyenes aranyossagban all
a fennmaradd csomopontok kozotti kommunikacio lassulasaval. Mivel minden csomo-
pontnak kozel azonos szamu kapcsolata van, mindegyik egyenlé mértékben jarul hozza
a halozat atmérdjéhez (atméro: a legrovidebb utak leghosszabbika), igy barmely csomdpont
eltavolitasa ugyanakkora kart okoz.

Ezzel szemben a skalafiiggetlenhal6zat-modellben a névekvd hibaszint ellenére a halozat
atméroje valtozatlan marad, igy a haldzat csomopontjai kozotti kommunikacié fennmarad,
még akkor is tokéletesen el tudja latni az alapveto feladatait, ha a csomopontok akar 5%-a
megsemmisiil.

A skalafiiggetlen haldzatok robusztussaga az driaskomponens létezésével és az egyen-
16tlen fokszameloszlassal magyarazhato. A véletlenszerii csomopont-meghibasodasok esetén
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az oriaskomponens semmilyen esetben sem tlinik el, mivel a csomopontok tobbsége kevés
kapcsolattal rendelkezik, igy azok meghibasodasa nem jar sulyos veszteségekkel. A skala-
fliggetlen haldzatokban csak néhany kiemelkedéen nagy csomopontot talalunk, igy annak
a valdsziniisége, hogy a véletlen folytan ezen 0sszekotok esetében Iépjen fel valamilyen
hiba, igen csekély.

Igazan figyelemre méltod a robusztussag jelensége az internet esetében. Az internet
skalafiiggetlen halozat, tehat a szamitogépekbdl és routerekbdl allo infrastruktura szokat-
lanul robusztus a véletlen meghibasodasokkal szemben, kicsi az esélye annak, hogy a 6
csomopontok essenek ki a miikddésbol. Hasonloképpen a vilaghalé miikodésében annak
a valdszinlisége, hogy egy helyi onkormanyzat, egy egyetem vagy egy kisvallalat honlapja
meghibasodik, nagy, de a teljes web fennmaradasara nincs kiilondsebb hatassal. Ugyan-
akkor, ha egy kozéppont esik ki (példaul google.com, facebook.com vagy amazon.com),
akkor a halozat topologiaja sulyosan sériil. De mi a helyzet akkor, ha egy meghibasodas
nem véletlenil torténik?

4.2.2. Tamadastiirés

A skalafiiggetlen hal6zatokban nem lehet eléggé hangstlyozni, hogy mennyire fontos sze-
repet jatszanak a kozéppontok. Mivel a kozéppontok teremtik meg a kisvilag-jelenséget,
igy ha azok megsemmisiilnek, a halozat egymassal kommunikalni képtelen, elszigetelt
csoportokra bomlik szét.

Normalis koriilmények k6zott annak a valdsziniisége, hogy a csomopontok meghiba-
sodasa a kdzéppontoknal kezd6djon meg, nagyjabol nulla. Pontosan ezért a legnagyobb fok-
szammal rendelkez6 csomdpontok egymas utani meghibasodasa egy célzott taimadas képét
mutatja. Egy szdndékos tamadasnal a tamadoé fél célja, hogy a lehetd legnagyobb csapast
mérje a halozatra, igy az megallithatatlanul 6sszeomlik, megsemmisiil. A legegyszeriibben
ezt ugy lehet megtenni, ha a tamado sorban eltavolitja az 6sszekotéket. Ehhez ismernie kell
a halozat felépitését, valamint tudnia kell, hogyan tamadhatok meg a kdzéppontok.

Annak ellenére, hogy a skalafliggetlen halozatok meglehetésen robusztusak egy véletlen
tamadassal szemben, latnunk kell, hogy a célzott tamadas esetén nagyon torékenyek. Az in-
ternet mint halozat szempontjabol ez egy nagyon rossz tulajdonsag, megmutatja, mennyire
sebezhet6 szandékos tamadas esetén. Egy ilyen tamadasi forgatokonyvet ir le Kovacs Laszlo
¢és Krasznay Csaba kutatok sokszor idézett cikke, a Digitalis Mohacs, amelyben a szakérték
bemutatjak, hogy szamtalan kritikusinfrastruktira-elem mennyire konnyen taimadhato. Bar
részletezik a tamadas 1épéseit, alapvetden latnunk kell, hogy ezek a rendszerek nagyrészt
azért tamadhatok, mert skalafiiggetlenek.

Természetesen nem felejtkezhetiink el arrdl, hogy a legtdbb valds haldzatban sokféle
ellenérzo és visszajelzé rendszer mikddik, amelyek segitenek a haldézatnak talélni egy
meghibasodast. Az internet protokolljai is tigy lettek megtervezve, hogy eltereljék a for-
galmat a meghibasodott utvalasztoktol, igy fenntartsak a pontok kézotti kommunikaciot.
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5. Osszefoglalas

A fejezet attekintést nytjtott a halozattudomany alapjairdl, a véletlen halézatok elméletérdl,
a skalafiiggetlenségrol és az internetrél mint haldzatrol.

Megvizsgaltuk a véletlenhalézat-modellt, amely segitett megérteni, hogyan model-
lezhetjiik a valos életben el6forduld komplex rendszereket. Megtanultuk a véletlen halozat
létrehozasanak modszerét és alapvetd tulajdonsagait, és lattuk azt is, hogy a véletlen halozat
miért nem alkalmas a valos halozatok leirasara. Magyarazatot kaptunk arra, honnan ered
a kisvilag-jelenség, és mit is jelent pontosan.

Megtanultuk, hogy a skalafiiggetlenség azt jelenti, hogy egy adott halézatban nem
talalunk tipikus vagy atlagos pontot, ezeknek a halézatoknak nincsen egy belsd skalaja.
A halozatok fokszameloszlasa a hatvanyfiiggvény-eloszlast koveti, a pontok igy kapcsola-
taik szama alapjan egy hierarchikus rendbe tagozodnak. A csomoépontok kozott talalunk
sok viszonylag kevés kapcsolattal rendelkezé pontot és néhany kiemelked6éen magas kap-
csolattal rendelkezé csomopontot, amelyeket kozéppontoknak vagy huboknak neveziink.
A skalafliggetlen halozat tovabbi jellemzdi: a folyamatos ndvekedés, az univerzalitas
¢és az ultrakisvilag-tulajdonsag.

A fejezet utolso részében megvizsgaltuk, hogy az internet mint skalafiiggetlen halozat
milyen tulajdonsagokkal rendelkezik. Lattuk azt, hogy milyen tulajdonsag segit a weblapoknak
kozéppontokka valni, valamint azt, hogy az infrastruktira a véletlen tamadasokkal szem-
ben kifejezeten robusztus rendszer, am a célzott tamadasok esetén nagyon sériilékeny lehet.

Fogalmak

— véletlen halozat

— oriascsoport

— kis vilag

— ultrakis vilag

— klaszterezettségi egylitthato
— Watts—Strogatz-modell

— Poisson-closzlas

— Pareto-elv / hatvanyfiiggvény-eloszlas
— skalafiiggetlenség

— kozéppont, hub

— univerzalitas

— Barabasi—Albert-modell

— fejlédé halozat

— alkalmassag

— robusztussag



156 RENDSZERELMELET

Attekint6 kérdések

Kik alkottak meg a véletlen halozatok elméletét?

Sorolja fel a véletlen halozatok létrehozasanak Iépéseit!

Mi az oriaskomponens, és mi sziikséges a megjelenéséhez?

Mit jelent a ,,hatlépésnyi tavolsag™?

irja fel a kisvilag-jelenség matematikai képletét!

Mit jelent a klaszterezettségi egyiitthato, és milyen szerepe van a halozatok vizs-

galata soran?

7. Alkalmas a véletlenhalozat-modell a valodi halozatok leirasara? Valaszat érvekkel
tamassza ala!

8. Mi a kdzéppont, és milyen szerepet jatszik a halozatban?

9. Mit jelent a skalafiiggetlenség? Milyen jellemzdi vannak a skalafiiggetlen halo-
zatoknak?

10. Mit jelent az alkalmassag a weboldalak tekintetében?

11. Magyarazza meg, hogyan reagalnak a véletlen és a skalafiiggetlen halozatok a vé-
letlen meghibasodasokra!

12. Mi a kiilonbség a skalafiiggetlen halozatok robusztussagaban véletlen meghiba-
sodas és szandékos tamadas esetén? Miért?
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